
 Vibration of Membranes      ارتعاشات  غشاءها 

کشش  سختی خمشی نداشته  و لذا بار جانبی را تنها توسط غشاء یک محیط پیوسته دو بعدی است که 

 سازهمی خواهند  طراحان ن... که  دیافراگمها ودر سقف ورزشگاها و    . از این سازه هاکندمی  تحمل  در غشاء  

بار ناشی از   نندد مانتحمل می کن  راکمی  خمشی  بار    ، این اعضاء همچنین  .استفاده می شود  ،سنگین باشد

 ، برف و یا پرنده و ...وزن آب

( تعدادی  1شکل )در    که در دو جهت تحت بار کششی قرار دارد.  در حقیقت غشا نوعی کابل دو بعدی است 

 از کاربردهای غشاء نشان داده شده است. 

 

 (:کاربردهای غشاء.1) شکل 

قرار گرفته است را نشان می دهد. در اینجا  P( غشایی را که از اطراف ثابت بوده و تحت کشش 2شکل )

 است.   w(x,y,t)دارای افت جانبی    x-yافتهای جانبی کوچک فرض شده و در حقیقت غشاء تنها در صفحه  



null, track 1

0

4872.816



 

 (:نمایی از غشاء تحت بار.2شکل ) 

به   dyدر  dxشاء نشان داده شده و نیروهای وارد بر المان کوچکی به ابعاد در شکل همچنین دو مقطع غ

بر واحد طول قرار دارد  Pتصویر کشیده شده است. فرض بر آن است که غشاء تحت کشش یکنواخت 

نیز بر سطح غشاء وارد می  f(x,y,t))البته می توان این کشش را متغیر نیز در نظر گرفت(. نیروی عرضی 

 شود.

 ( وضعیت بهتری از نیروهای وارد بر المان را نشان می دهد.3شکل ) 



 

 (: المانی از غشاء و نیروهای وارد بر آن.3شکل ) 

 برابر است با:  dyدر جهت عمود برصفحه به دلیل نیروی کشش در لبه   برآیند نیروها

𝑃𝑑𝑦 sin(𝜃 + 𝑑𝜃) − 𝑃𝑑𝑦 sin𝜃 = 𝑃𝑑𝜃𝑑𝑦 = 𝑃
𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝜃  که در آن  =  
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 عبارت است از: dxاست. به همین ترتیب برآیند نیروها در لبه   

𝑃𝑑𝑥 sin(𝜙+ 𝑑𝜙) − 𝑃𝑑𝑥 sin𝜙 =  𝑃𝑑𝜙𝑑𝑥 = 𝑃
𝜕𝜙

𝜕𝑦
𝑑𝑦𝑑𝑥 

𝜙  که = 
𝜕𝑤

𝜕𝑦
  :قانون دوم نیوتن برای این الماناست. از به کار بردن  

∑𝐹𝑧 =  𝑑𝑚
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
  

 در نتیجه:

𝑃
𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑃

𝜕𝜙

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝜌 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 



 :wاز جایگذاری عبارتها برحسب  است.غشاء جرم واحد سطح   𝝆در این رابطه

𝑃 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) + 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜌

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

 و یا:

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
=
𝑃

𝜌
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) +

1

𝜌
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

𝐷در صورتیکه  = 
𝜕

𝜕𝑡
  ،𝛻2 =

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
𝑐و    = √

𝑃

𝜌
 باشد: 

𝐷2𝑤 = 𝑐2𝛻2𝑤 +
1

𝜌
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

 در بررسی ارتعاشات آزاد غشاء نیروی خارجی صفر در نظر گرفته می شود.   

 Free Vibration of Rectangular Membrane    یمستطیلارتعاشات آزاد غشاء 

 :شود که در آنبرای حل از روش جدا سازی متغیر ها استفاده می 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑇(𝑡) 

 از جاگذاری در معادله دیفرانسیل حرکت:

𝑐2(𝑋′′𝑌𝑇 + 𝑋𝑌′′𝑇) = 𝑋𝑌𝑇̈ 

 : XYTاز تقسیم بر 

𝑐2 (
𝑋′′

𝑋
+
𝑌′′

𝑌
) =

𝑇̈

𝑇
= −𝜔2 



 بنابراین می بایست  ،متغیر های زمانی استسمت چپ تابعی از متغیر های مکانی و سمت راست تابعی از 

 این مقدار ثابت منفی است. در نتیجه معادلات زیر بدست می آید: .باشندبرابر مقداری ثابت 

𝑇̈ + 𝜔2𝑇 = 0 

𝑐2
𝑋′′

𝑋
= −𝑐2

𝑌′′

𝑌
− 𝜔2 = 𝑐𝑡𝑒 = −𝑉1

2  

بر است که تغییرات یکی  yو سمت راست تابعی از متغیر مستقل  xسمت چپ تابعی از متغیر مستقل 

دیگری اثر ندارد، بنابراین حاصل مقداری ثابت است. این مقدار ثابت منفی بوده و به نام ثابت جداسازی 

 خوانده می شود. در نتیجه معادلات زیر بدست می آید: ،1V، اول

𝑋′′ + (
𝑉1
𝑐
)
2

𝑋 = 0 

−𝑐2
𝑌′′

𝑌
= 𝜔2 − 𝑉1

2 = 𝑉2
2   

2V :به نام ثابت جداسازی دوم خوانده می شود. از این رابطه 

𝜔2 = 𝑉1
2 + 𝑉2

2 

شکل بوده و مرزهای آن ثابت باشد، پاسخ معادلات مکانی   مستطیل( 4مانند شکل )صورتیکه غشاء در 

 عبارت است از:

 

 (: غشاء مستطیل شکل.4شکل ) 



 𝑋(𝑥) = 𝐶1 cos (
𝑉1
𝑐
𝑥) + 𝐶2sin

𝑉1
𝑐
𝑥

𝑌(𝑦) = 𝐷1 cos (
𝑉2
𝑐
𝑦) + 𝐷2sin

𝑉2
𝑐
𝑦

  

 شرایط مرزی عبارتند از:

𝑤(0, 𝑦, 𝑡) = 0   →   𝑋(0) = 0

𝑤(𝑎, 𝑦, 𝑡) = 0 →    𝑋(𝑎) = 0

𝑤(𝑥, 0, 𝑡) = 0   →   𝑌(0) = 0 
𝑤(𝑥, 𝑏, 𝑡) = 0 →     𝑌(𝑏) = 0

  

 با جاگذاری شرایط مرزی: 

𝑋(0) = 0     →  𝐶1 = 0

𝑋(𝑎) = 0 → 𝐶2sin
𝑉1
𝑐
𝑎 = 0 → sin

𝑉1
𝑐
𝑎 = 0 = sin𝑛𝜋 ⇒ 𝑉1 =

𝑛𝜋𝑐

𝑎
, 𝑛 = 1,∞

𝑌(0) = 0     →  𝐷1 = 0

𝑌(𝑏) = 0 → 𝐷2sin
𝑉2
𝑐
𝑏 = 0 → sin

𝑉2
𝑐
𝑏 = 0 = sin𝑚𝜋 ⇒ 𝑉2 =

𝑚𝜋𝑐

𝑏
,𝑚 = 1,∞

 

 در رابطه فرکانسی بدست آورد: 2Vو  1V، را می توان از جاگذاری mnωفرکانس طبیعی سیستم،  

𝜔𝑚𝑛
2 = 𝑉1

2
+ 𝑉2

2
= (

𝑛𝜋𝑐

𝑎
)
2

+ (
𝑚𝜋𝑐

𝑏
)
2

 

 و یا:

 𝜔𝑚𝑛
2 = 𝜋2𝑐2 ((

𝑛

𝑎
)
2

+ (
𝑚

𝑏
)
2

)  

 شکل مودهای نرمال عبارتند از:

𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦) = 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑦

𝑏
  



 برای حل کامل مسئله ابتدا مسئله زمانی حل می گردد:

𝑇(𝑡) = 𝐴1 cos𝜔𝑚𝑛𝑡 + 𝐴2sin𝜔𝑚𝑛𝑡 

   :XYاز ضرب این پاسخ در پاسخ مکانی 

𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝐶2sin
𝑛𝜋𝑥

𝑎
𝐷2sin

𝑚𝜋𝑦

𝑏
) (𝐴1 cos𝜔𝑚𝑛𝑡 + 𝐴2sin𝜔𝑚𝑛𝑡) 

 :در نظر گرفتها  𝑤𝑚𝑛 از  صورت ترکیب خطی هرا می توان بجواب 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ ∑ sin (
𝑛𝜋𝑥

𝑎
) 

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

sin (
𝑚𝜋𝑦

𝑏
) (𝐵1𝑚𝑛 cos𝜔𝑚𝑛𝑡 + 𝐵2𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛𝜔𝑚𝑛𝑡) 

 مثلاً اگر این شرایط به فرم زیر باشند: از روی شرایط اولیه بدست می آیند. mn2Bو   mn1Bکه  

𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑔1(𝑥, 𝑦)

 𝑤̇ (𝑥, 𝑦, 0) = 𝑔2(𝑥, 𝑦)
   

 در اینصورت:

𝐵1𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑔1(𝑥, 𝑦)sin (

𝑛𝜋𝑥

𝑎
)

𝑏

0

𝑎

0

sin (
𝑚𝜋𝑦

𝑏
)𝑑𝑦𝑑𝑥 

𝐵2𝑚𝑛 =
1

𝜔𝑚𝑛

4

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑔2(𝑥, 𝑦)sin (

𝑛𝜋𝑥

𝑎
)

𝑏

0

𝑎

0

sin (
𝑚𝜋𝑦

𝑏
)𝑑𝑦𝑑𝑥 

بنابراین با داشتن شرایط اولیه می توان این ضرایب را بدست آورده و پاسخ ارتعاشات آزاد غشاء را محاسبه 

 نمود.

ه بدست آمد را می توان رسم نمود و محل گره را بر روی غشاء مشخص نمود. شکل  یی کشکل مودهااما 

 : ( تعدادی از شکل مودهای غشاء مستطیل شکل را نشان می دهد5)



 

 (: شکل مودهای غشاء مستطیل شکل.5شکل ) 

را نشان می دهد. خطوط گره به خوبی   a/b=1.5 ( نه شکل مود اول غشاء مستطیل شکل با نسبت6شکل )

 . که دارای جابجایی صفر هستند در هر دو شکل ملاحظه می شود 

 

 .a/b=1.5 (: شکل مودهای غشاء مستطیل شکل با نسبت6شکل )

 این غشاء را نشان می دهد. ده فرکانس طبیعی اول 1همچنین جدول 

 



 . a/b=1.5 غشاء مستطیل شکل با نسبت فرکانسهای طبیعی: 1جدول 

 

 مشاهده می شود که عبارت است از: λدر ستون سوم مقدار فرکانس بی بعد           

         

همانطور که دیده می شود افزایش    ستون آخر نسبت فرکانس ها به فرکانس طبیعی اول را نشان می دهد.

 است.  22ωکمتر از    31ωفرکانس های طبیعی به نسبت ابعادی و  شماره مودها بستگی دارد بطوریکه مثلاً 

  Commensurate (Degenerate)  Modesمود های متناسب 

برخی اوقات ممکن است فرکانس طبیعی دو مود از غشاء یکسان گردد ولی دو مود یکسان نباشند. مثلاً در 

یکی می شوند اما اشکال مودها یکی نمی   𝜔𝑛𝑚و  𝜔𝑚𝑛فرکانس طبیعی   واضح است که مربعیء غشا

𝑎ت  مثلاً در حال  یز رخ دهد.ن. این حالت ممکن است در غشاء های مستطیلی دیگری  شوند

𝑏
= √

8

3
فرکانس     

 مثلاً برای غشاء مربعی:  گویند.  "متناسب"یا    "منحط"برابرند. در این حالت به فرکانس ها    12ωو    31ωهای  

 𝑎 = 𝑏 → 𝜔2𝑚𝑛 = (
𝜋𝑐

𝑎
)
2
 (𝑚2 + 𝑛2) = 𝜔2𝑛𝑚 



𝜙به عنوان مثال اما شکل مودهای غشاء با هم متفاوت هستند. 
12
≠ 𝜙

21
 چون:   

𝜙
12
= sin

𝜋𝑥

𝑎
sin

2𝜋𝑦

𝑏
≠ sin

2𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑏
= 𝜙

21
 

 : نوشت  صورت ترکیبی از دو مود   را می توان به  جواب کلی   از آنجا که فرکانس طبیعی هر دو مود یکی است، 

𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝜙12 + 𝜙21 = (𝐶 sin
𝜋𝑥

𝑎
sin

2𝜋𝑦

𝑏
+ 𝐷sin

2𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑏
) 

𝐷فرض کنید به شرایط اولیه بستگی دارند.  Dو   Cمقادیر  = 𝜙در این صورت  ،باشد 0 = 𝐶𝜙12  . 

𝐶  اگر  = 𝜙آنگاه  ،باشد 0 = 𝐷𝜙21می توان داشت. اما اگر را  . بنابراین هر دو مودC=D  باشد 

ϕ = C(sin
𝜋𝑥

𝑎
sin

2𝜋𝑦

𝑎
+ sin

2𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑎
) 

= 𝐶 (2sin
𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑎
cos

𝜋𝑦

𝑎
+ 2 sin

𝜋𝑥

𝑎
 sin

𝜋𝑦

𝑎
cos

𝜋𝑥

𝑎
) 

= 2𝐶sin
𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑎
(cos

𝜋𝑥

𝑎
+ cos

𝜋𝑦

𝑎
) 

 باشد. صفر باید   حال برای پیدا کردن خط گره

2𝐶sin
𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑎
(cos

𝜋𝑥

𝑎
+ cos

𝜋𝑦

𝑎
) = 0 

sinتوجه کنید که  (
𝜋𝑥

𝑎
) sin (

𝜋𝑦

𝑏
) =  :، اماهمان مرز های دور تا دور غشا را به ما می دهد 0

  cos
𝜋𝑥

𝑎
+ cos

𝜋𝑦

𝑏
= 0 = 2cos

𝜋

2𝑎
(𝑥 + 𝑦)cos

𝜋

2𝑎
(𝑥 − 𝑦) 

cos
𝜋

2𝑎
(𝑥 + 𝑦) = 0 = cos

𝜋

2
→
𝜋

2𝑎
(𝑥 + 𝑦) =

𝜋

2
→ (𝑥 + 𝑦) = 𝑎 

   .است  y=a-x،پس معادله خط گره 



 

 (: شکل مودهای منحط شونده.7شکل ) 

 منتج می شود: عبارت زیر  حالت قبلبا ه صورت مشابه باشد، ب C=-D اگر

cos
𝜋𝑥

𝑎
− cos

𝜋𝑦

𝑎
= 0 = −2si n (

𝜋

2𝑎
(𝑥 + 𝑦))(𝑠in

𝜋

2𝑎
(𝑥 − 𝑦)) = 0 

𝑠in
𝜋

2𝑎
(𝑥 − 𝑦) = 0   →      𝑥 − 𝑦 = 0 

 خواهد بود.  y=xپس معادله خط گره 

 

 (: شکل مودهای منحط شونده.8شکل ) 

در مودهای منحط دیگر رفتار  دیده می شود که خطوط قطری هم می توانند به عنوان گره مطرح شوند.

 را نشان می دهد. 31و   13( دو حالت از مودهای 9متفاوت خواهد بود، مثلاً شکل )

 

 .31و   13(: شکل مودهای منحط شونده  9شکل ) 



حالتهای به شرایط اولیه بسته ش بیاید و یتنها تعدادی از حالت های است که ممکن است پ هااینالبته  

 .  ( نمایش داده شده است10دیگری نیز می تواند حادث شود که در شکل )

 

 متفاوت دو مود بدست می آیند.(: شکل مودهای منحط شونده که از ترکیب 10شکل ) 

 Free Vibration of Circular Membrane    ارتعاشات آزاد غشاء دایره ای

  θو  rاین غشاء ها کاربرد زیادی در صنعت دارند. برای بررسی آنها بهتر است از سیستم مختصات قطبی 

در این صورت ارتباط این مختصات با مختصات را در نظر بگیرید.  aغشاء دایروی به شعاع استفاده نمود. 

 دکارتی عبارت است از:

𝑥 =  𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃,     𝑦 =  𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

 به آنکه عملگر لاپلاسین در مختصات قطبی به صورت زیر بیان می شود:  با توجه 



 

 از نوشتن معادله دیفرانسیل ارتعاشات آزاد غشاء در مختصات قطبی:

 

𝑐که در آن    = √
𝑃

𝜌
 است. برای حل با استفاده از روش جداسازی متغیرها: 

𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) =  𝑅(𝑟). 𝛩(𝜃). 𝑇 (𝑡) 

 دیفرانسیل حرکت:از جاگذاری پاسخ در معادله 

 

 به فرم زیر در می آید:  RΘTکه با تقسیم بر 

 

 بنابراین می بایست  ،تابعی از متغیر های زمانی است چپتابعی از متغیر های مکانی و سمت  راستسمت 

 (. در نتیجه معادلات زیر بدست می آید:-2ωاین مقدار ثابت منفی است) .باشندبرابر مقداری ثابت 

𝑇̈ + 𝜔2𝑇 = 0 

 



است که تغییرات یکی بر   θو سمت راست تابعی از متغیر مستقل  rسمت چپ تابعی از متغیر مستقل 

می این مقدار ثابت در صورتیکه غشاء دایروی باشد، دیگری اثر ندارد، بنابراین حاصل مقداری ثابت است. 

معادلات زیر  این ثابت، به عنوان  2mبایست مثبت باشد تا بتوان پاسخ پریودیک بدست آورد. با استفاده از 

 بدست می آید:

𝑟2𝑅′′ + 𝑟𝑅′ + (
𝜔2𝑟2

𝑐2
−𝑚2)𝑅 = 0 

Θ′′ +𝑚2Θ = 0 

 پاسخ معادله آخر عبارت است از:

𝛩(𝜃)  =  𝐶1𝑚 cos 𝑚𝜃 + 𝐶2𝑚 sin 𝑚𝜃 

باشد. از پاسخ دیده می  2πپریودیک و با پریود  θبرای یک غشاء دایروی این پاسخ می بایست بر حسب 

 (.…,m=0,1,2عددی صحیح باشد ) mشود که این امر در صورتی میسر است که  

 پاسخ زمانی مسئله هم عبارت است از:

𝑇(𝑡) = 𝐴1 cos𝜔𝑡 + 𝐴2sin𝜔𝑡 

𝜆با استفاده از  rاما معادله دیفرانسیل در جهت  =
𝜔𝑟

𝑐
 به صورت زیر تبدیل می شود: 

𝑑2𝑅

𝑑𝜆2
+
1

𝜆

𝑑𝑅

𝑑𝜆
+ (1 −

𝑚2

𝜆2
)𝑅 = 0 

 :است. پاسخ آن عبارت است از  mکه معادله بسل از درجه  

𝑅𝑚(𝜆) = 𝐵1𝑚𝐽𝑚(𝜆) + 𝐵2𝑚𝑌𝑚(𝜆)     ,𝑚 = 0,1,2,… 

 بنابراین پاسخ را می توان بفرم زیر بیان کرد:نوع اول و دوم هستند.  mتوابع بسل درجه  mYو  mJکه 



𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑊𝑚(𝑟, 𝜃). 𝑇(𝑡) = 𝑊𝑚(𝑟, 𝜃). (𝐴1cos𝜔𝑡 + 𝐴1sin𝜔𝑡) 

𝑊𝑚(𝑟, 𝜃) = (𝐵1𝑚𝐽𝑚 (
𝜔𝑟

𝑐
) + 𝐵2𝑚𝑌𝑚 (

𝜔𝑟

𝑐
)) (𝐶1𝑚 cos 𝑚𝜃 + 𝐶2𝑚 sin 𝑚𝜃) 

(  11)  مانند شکلدایروی صورتیکه غشاء در از شرایط مرزی مسئله بدست می آیند.  m2Bو  m1Bضرایب 

 باشد، شرایط مرزی آن عبارتند از:ثابت  r=aدر 

w(0,θ,t)=Finite,  w(a, θ,t)=0 

 

 (: غشاء دایروی با مرز ثابت.11) شکل 

 که در نتیجه:

𝑤(0, 𝜃, 𝑡) = 𝐹𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 ⇒ 𝑊𝑚 (0, 𝜃)  = 𝐹𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 

𝑤(𝑎, 𝜃, 𝑡) = 0 ⇒ 𝑊𝑚 (𝑎, 𝜃) = 0 

در این نقطه به سمت  mY، اما می بایست محدود باشد 0r=در  mWاز شرط اول دیده می شود که مقدار 

 عبارت است از: mW. در نتیجه صفر است m2Bبی نهایت میل می کند، بنابراین 

𝑊𝑚(𝑟, 𝜃) = 𝐽𝑚 (
𝜔𝑟

𝑐
) (𝐶1𝑚 cos 𝑚𝜃 + 𝐶2𝑚 sin 𝑚𝜃) 

 از شرط دیگر مرزی: ضرایب جدیدی هستند. m2Cو  m1Cکه 



𝑊𝑚(𝑎, 𝜃) = 𝐽𝑚 (
𝜔𝑎

𝑐
) (𝐶1𝑚 cos 𝑚𝜃 + 𝐶2𝑚 sin 𝑚𝜃) = 0 

 برقرار باشد، بنابراین: θمعادله فوق می بایست برای تمام مقادیر 

𝐽𝑚 (
𝜔𝑎

𝑐
) = 0   ,𝑚 = 0,1,2,… 

مقادیر  mJاز روی ریشه های  mاین معادله مشخصه فرکانسی غشاء دایره ای است. به ازای هر مقدار 

بینهایت ریشه دارد بنابراین فرکانسهای طبیعی را می توان به   mJفرکانسهای طبیعی بدست می آیند. هر 

  تابع بسل نوع اول نمایش داده شده است.( ریشه های 12در شکل )  بیان نمود. mnωصورت 

 

 (: ریشه های تابع بسل نوع اول.12شکل ) 

 در زیر تعدادی از این ریشه ها نشان ارائه شده اند.



 

 ارائه شده است. 2)ضرایب فرکانس ها( در جدول همچنین تعدادی از ریشه ها 

 : ضرایب فرکانس های طبیعی غشاء دایروی.2جدول 

 

 مقادیر فرکانسهای طبیعی بصورت زیر بدست می آیند: mnλبا بدست آوردن 



𝜔𝑚𝑛 =
𝜆𝑚𝑛𝑐

𝑎
 

𝐽𝑚شکل مودهای غشاء از   (
𝜔𝑚𝑛𝑎

𝑐
) cos 𝑚𝜃    و یا𝐽𝑚 (

𝜔𝑚𝑛𝑎

𝑐
) sin 𝑚𝜃    درجه اختلاف فاز دارند   90که

  mدر این شکل مودها بنابراین هر کدام را می توان به عنوان شکل مود در نظر گرفت.   بدست می آیند.

است نشان دهنده تعداد دوایر ه ریشه های تابع بسل ک nتعداد قطرهای گره ای رابیان می کند. همچنین 

 شکل مودها را نشان می دهد.( تعدادی از این 13شکل ) گره ای در شکل مود است.

 

 (: شکل مودهای غشاء دایروی با مرز ثابت.13شکل ) 

 ( برخی از شکل مودها را به صورت سه بعدی نشان می دهد.14شکل ) 



 

 غشاء دایروی با مرز ثابت.سه بعدی (: شکل مودهای  14شکل ) 

 نوشت:   Tدر  θr,(mW(به مانند غشاء مستطیلی، در اینجا نیز می توان پاسخ را به صورت حاصل ضرب 

𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑ ∑𝐽𝑚 (𝜆𝑚𝑛
𝑟

𝑎
) (𝐶1𝑚 cos 𝑚𝜃 + 𝐶2𝑚 sin 𝑚𝜃)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

(𝐴1𝑚𝑛 cos𝜔𝑚𝑛𝑡

+ 𝐴2𝑚𝑛sin𝜔𝑚𝑛𝑡) 

 این رابطه را می توان به فرم زیر نیز نوشت:

𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝐽𝑚 (𝜆𝑚𝑛
𝑟

𝑎
) cos𝑚𝜃(𝐴𝑚𝑛 cos𝜔𝑚𝑛𝑡 + 𝐵𝑚𝑛sin𝜔𝑚𝑛𝑡)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

+ ∑ ∑𝐽𝑚 (𝜆𝑚𝑛
𝑟

𝑎
) sin 𝑚𝜃(𝐶𝑚𝑛 cos𝜔𝑚𝑛𝑡 + 𝐷𝑚𝑛sin𝜔𝑚𝑛𝑡)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

 مثلاً اگر این شرایط به فرم زیر باشند: از شرایط اولیه بدست می آیند.ضرایبی هستند که  mnD  تا mnAکه  

𝑤(𝑟, 𝜃, 0) = 𝑔1(𝑟, 𝜃)

 𝑤̇ (𝑟, 𝜃, 0) = 𝑔2(𝑟, 𝜃)
   

 روابط ارتوگونالیتی در این حالت عبارت است از:

∫ ∫ 𝐽
𝑚
(𝜆𝑚𝑛

𝑟

𝑎
)

2𝜋

0

𝐽
𝑖
(𝜆𝑖𝑗

𝑟

𝑎
) cos𝑚𝜃 cos𝑖𝜃𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

0

= 0   𝑖𝑓 𝑖 ≠ 𝑚, 𝑗 ≠ 𝑛 



 مشابه همین عبارت را می توان برای تابع سینوس نیز به کار برد. 

𝐽𝑖از جاگذاری شرایط اولیه در پاسخ، ضرب دو طرف رابطه بدست آمده در   (𝜆𝑖𝑗
𝑟

𝑎
) cos 𝑖𝜃   و انتگرال گیری

 روی سطح و استفاده از رابطه: 

∫ cos2𝑚𝜃𝑑𝜃
2𝜋

0

= 𝜋    , 𝑚 = 1,2,… 

 را بدست آورد: mnBو   mnAمی توان ضرایب 

𝐴𝑚𝑛 =
∫ ∫ 𝑔1(𝑟, 𝜃)𝐽𝑚 (𝜆𝑚𝑛

𝑟

𝑎
)

2𝜋

0
cos𝑚𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

0

𝜋 ∫ [𝐽
𝑚
(𝜆𝑚𝑛

𝑟

𝑎
)]
2
𝑟𝑑𝑟

𝑎

0

 

 

𝐵𝑚𝑛 =
∫ ∫ 𝑔2(𝑟, 𝜃)𝐽𝑚 (𝜆𝑚𝑛

𝑟

𝑎
)

2𝜋

0
cos𝑚𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

0

𝜋𝜔𝑚𝑛 ∫ [𝐽
𝑚
(𝜆𝑚𝑛

𝑟

𝑎
)]
2
𝑟𝑑𝑟

𝑎

0

 

مشابه همین روابط را می توان تعویض می شود.  2πدر مخرج کسر با  m=0 ،πدر روابط بالا برای حالت  

بنابراین با داشتن شرایط به کار بست.    mnDو    mnCضرایب  برای بدست آوردن    θmsinبا    θmcosبا تعویض  

 اولیه می توان این ضرایب را بدست آورده و پاسخ ارتعاشات آزاد غشاء را محاسبه نمود.

   Annular and Sectorial Membraneغشاء حلقوی و قطاعی  

برخی اوقات غشاء به فرم حلقوی و یا قطاعی از یک دایره است. در حالت حلقوی، غشاء توسط دو دایره هم  

  رکز محدود شده است.م

 ثابت هستند نشان داده شده است.  r=bو   r=a( غشاء حلقوی که مرزهای آن در  15در شکل )



 

 با مرز ثابت. حلقوی(: غشاء 15شکل ) 

برای بدست آوردن فرکانسهای طبیعی و شکل مودها می توان از پاسخ شعاعی که قبلاً بدست آمد، استفاده  

 نمود:   

𝑅𝑚(𝜆) = 𝐵1𝑚𝐽𝑚(𝜆) + 𝐵2𝑚𝑌𝑚(𝜆)     ,𝑚 = 0,1,2,… 

 شرایط مرزی عبارتند از:

𝑤(𝑎, 𝜃, 𝑡) = 0 ⇒ 𝑅𝑚 (𝑎)  = 0 

𝑤(𝑏, 𝜃, 𝑡) = 0 ⇒ 𝑅𝑚 (𝑏) = 0 

 از جاگذاری شرایط مرزی:

[
𝐽𝑚 (

𝜔𝑎

𝑐
) 𝑌𝑚 (

𝜔𝑎

𝑐
)

𝐽𝑚 (
𝜔𝑏

𝑐
) 𝑌𝑚 (

𝜔𝑏

𝑐
)
] [
𝐵1𝑚
𝐵2𝑚

] = [
0
0
] 

 برای داشتن جواب غیر بدیهی، دترمینان ضرایب می بایست صفر گردد، که منجر به رابطه زیر می شود: 

𝐽𝑚(𝑘)𝑌𝑚 (
𝑏

𝑎
𝑘) − 𝐽𝑚 (

𝑏

𝑎
𝑘)𝑌𝑚(𝑘) = 0 



𝑘که در آن   =
𝜔𝑎

𝑐
𝑏می باشد. از این رابطه می توان فرکانس طبیعی غشاء را برای هر مقدار    

𝑎
بدست آورد.   

)متقارن( و  m=0برای  2و  1، 0اول غشاء حلقوی مربوط به دوایر گره ای )بی بعد( سه فرکانس طبیعی 

m=1   برای نسبتهای مختلف𝑏

𝑎
 ارائه شده است. 3در جدول  

 طبیعی غشاء حلقوی.: ضرایب فرکانس های 3جدول 

 

 ( نمایش داده شده است.16است که در شکل ) αیک غشاء قطاعی، قسمتی از یک دایره با زاویه قطاع 

 

 (: غشاء قطاعی با مرز ثابت.15شکل ) 



 برای حل می توان از معادلات مکانی که قبلاً بدست آمد استفاده نمود و نوشت:

𝑊(𝑟, 𝜃) = 𝑅𝜈sin 𝜈𝜃 

از جاگذاری عدد صحیح نیست.  وجود ندارد،  θدر اینجا بر خلاف غشاء دایروی، به علت آنکه تقارن در 

   mبدست می آید که در آن به جای  Rاین رابطه در معادله دیفرانسیل مکانی، معادله دیفرانسیل برای 

 وجود دارد و حل آن عبارت است از:   مقدار 

𝑅𝜈(𝑟) = 𝐴𝜈𝐽𝜈 (
𝜔𝑟

𝑐
) + 𝐵𝜈𝑌𝜈 (

𝜔𝑟

𝑐
)  

 در اینصورت توابع بسل از درجه غیر صحیح هستند.

 شرایط مرزی عبارتند از:

𝑊(𝑟, 0) = 0
𝑊(𝑟, 𝛼) = 0

𝑊(0, 𝜃) = 𝐹𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒
𝑊(𝑎, 𝜃) = 0

 

 :منجر به α θ =ارضاء می شود. اعمال شرط مرزی دوم در   Wشرط اول که در معادله 

sin 𝜈𝛼 = 0  ⇒    𝜈 =
𝑛𝜋

𝛼
   , 𝑛 = 1,2,… 

می گردد. نهایتاً، شرط مرزی آخر  Bاعمال شرط سوم مانند غشاء دایروی سبب صفر شدن  .می شود  

 معادله فرکانسی را بفرم زیر نتیجه می دهد:

𝐽𝜈 (
𝜔𝑎

𝑐
) = 0 



می تواند عدد   که اینجا این معادله شبیه رابطه ای است که برای غشاء دایروی بدست آمد، با این تفاوت 

های فرد  nاست.  تعداد بینهایت جواب  αحقیقی باشد. همانطور که دیده می شود برای هر زاویه قطاع 

  ند.های زوج مودهای غیرمتقارن را سبب می شوnمودهای متقارن را نتیجه داده، و  

𝜈فرکانسهای بی بعد را برای  4جدول  =
1

2
,
3

2
,
5

2
,
7

2
,
9

2
,
11

2
 ارائه می کند. 

𝜈 =
𝑛𝜋

𝛼
   , 𝑛 = 1 ⇒

{
 
 

 
 𝛼 = 2𝜋 = 360o  ⟶ 𝜈 =

1

2

𝛼 =
2𝜋

3
 = 120o ⟶ 𝜈 =

3

2

𝛼 =
2𝜋

5
= 72o  ⟶ 𝜈 =

5

2

 

 : ضرایب فرکانس های طبیعی غشاء قطاعی.3جدول 

 


