
Longitudinal Vibrations of Rodsها   لهيم يارتعاشات طول

هر  يلكبه طور . شوند يار مهم ميا بسآنه يارتعاشات طول يس بررسپدارند  يادياربرد زكها در صنعت  ريز مانند تيها ن لهيم
 .شود يار ارتعاشات محورچتواند د يقرار داشته باشد م روهاير نيبا سا ينش بار محوركا انديو  يه تحت بار محورك يا قطعه
 يتوانند تحت ارتعاشات محور يه مكهستند  ييمثالها...  و  يمخروط يها دنده رخچ، يحفار يها، رشته ها لهيها، م نيتورب

.رندگيقرار 

.است چكوك يليمقطع در برابر طول خ •
.خواهد ماند يدر طول ارتعاشات مقاطع به صورت عمود باق •

.  است يكله در محدوده الاستيرفتار م •

:ها فرض

بر  f(x,t) يجخار يرويله تحت اثر نيه مكشود  يفرض م. ديرگيدر نظر ب (x)و جرم مخصوص Lرا به طول  يكيله باريم  
.ر باشديتواند متغ يم) A(x)(له يسطح مقطع م .واحد طول قرار دارد

رفته و گدر نظر  dxبه اندازه  يمانر الگا. م داشتيخواه يانكر مييله، در هر نقطه آن تغيموجود در م يمحور يرويدر اثر ن
.نشان داده شده است يذارگران قبل و بعد باكر مييت تغيه وضعكشود  يجه مير نتيل زكرام آزاد آن رسم شود، شگايد

ن ت الماينهاينجا بيون اچاست و  tو  xاز  يتابع ييه جابجاكم ينيب يم. جابجا شود uزان يالمان به م يشود ابتدا  يفرض م
.خواهد داشت يمحور ييجابجا له در طول آنيم داشت و هر نقطه ميخواه يت درجه آزادينها يم، بينكف يم تعريتوان يم

:dxهير طول المان به طول اولييرنش برابر است با تغك

:ميالمان دار يوتن برايبا نوشتن قانون دوم ن
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: برابر است با Pاما 

:ديآ يله بدست ميم يل ارتعاشات اجباريفرانسيد ي معادله ، يدر معادله قبل Pاز قرار دادن 

:) f(x,t)=0(ه ارتعاشات آزاد مد نظر باشد يكدر صورتو  Eو   Aبا فرض ثابت بودن 

.باشد يم  m/s يكستم متريدر س سرعت انتشار موج و واحد آن cجرم واحد طول است و هكتوجه شود 

: u(x,t)=U(x).T(t)ه در آن كشود  يها استفاده م ريمتغ ين معادله از روش جدا سازيحل ا يحال برا

:تكل حريفرانسيبا قرار دادن در معادله د

:UTم دو طرف معادله بر ياز تقس

 

باشد  يان مكر مستقل ميمتغ از يه تابعك چپبر سمت  يرات آن اثريير مستقل زمان است و تغياز متغ يسمت راست تابع
 يكد برابر با يها برقرار باشد با آن  يوه تساكنيا يمستقل از هم هستند برا يه دو طرف تساوكنيبا توجه به ان يندارد، بنابرا

.مقدار ثابت باشند

:ميارجه ديدر نت. باشد يد منفيرار شونده باشد آن مقدار ثابت باكت تكه حركنيا ين براينچهم

 
: ديآ يت مبر حسب زمان بدس يريگان و دكبر حسب م يكيل مرتبه دو، يفرانسينجا دو معادله دياز ا
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:    جهيدر نت

:            ن معادلات عبارت است ازياسخ اپ

.باشد يه در زمان صفر مياول دو شرط يز دارايمسئله دوم ن. است لهيم يدر دو انتها يدو شرط مرز يمسئله اول دارا 

(Drichlet, Kinematic, Geometric B.C) يكينماتيس يط مرزيشرا 1.

(Force, Dynamic, Kinetic B.C) ييروين يط مرزيشرا 2.

:شوند يم ميبه دو دسته تقس يط مرزيشرا

له نشان يدو طرف م يا براط رين شرايا يل بعدكش. شوند ير متعارف مطرح ميط متعارف و غيط به صورت شراين شرايا
:دهد يم

:تها صفر بوده ون صورت تنش در دو انيرفته شود، در اگدو سر آزاد در نظر  يله ايه ميكمثلاً در صورت
 

:ن حالتيدر ا

:عبارت است از Uمشتق 
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:فوق در معادله  يط مرزيبا اعمال شرا

:له دو سر آزاد برابر است بايارتعاشات م يعيانس طبكن فريبنابرا

محور جلو  يت و هر نقطه در راستااس يطول يون ارتعاشات در راستاچنشان داد  يتوان براحت يل مود را نمكش يها اسخ پ 
.رود يو عقب  م

با انواع مختلف  يله ايم يراب يعيطب يانسهاكل مود و فرك، شيانسك، معادله فريط مرزير شرايل بعد مقادكدر جدول ش
:ارائه شده است يط مرزيشرا
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 :مثال

:رددگرها حل يمتغ يت از روش جداسازكل حريفرانسيه معادله ديكدرصورت

 
:Uدر معادله  يط مرزياز قرار دادن شرا

 
است به  يه فشارك k.uدهنده  شتگبر يرويله باعث فشرده شدن فنر شده و از طرف فنر نيمثبت م ييله جابجايم يدر انتها

: نتهارو در اين نيبنابرا). مثبت است يششكو تنش  يمنف يله تنش فشاريدر م(شود  يله اعمال ميم

:             جهي، در نتu(x,t)=U(x).T(t)اما 

 
:تيو در نها

 
:ديآ يا بدست مر حل شده وتقاطع آنهيحل دو معادله ز يبرا. شود يحل م يفوق به روش عدد يانسكمعادله فر

 
ه جواب هستند بدست كنها را رد و نقاط برخورد آكفوق را رسم  ي توان دو معادله يبا استفاده از متلب م. β=EA/klه در آن ك

 يعيبانس طكفر يكدام نشان دهنده كه هر كد يآ يبدست م ωا يو  α يبرا يمتعدد يه جوابهاكشود  يده مياز حل د. آورد
.است
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: است در آورد يل قبلكه در شك يردن به فرمكتوان با ساده  ين رابطه را ميا

 
α  قبلاً به صورتcl/α=ω ف  يف شد، با تعريتعرk/2mωγ=  :

 
.ل آمده استكدر ش يانسكمعادله فر يه براكاست  يه مانند عبارتك

: uبدست آمده در  ياز قرار دادن جواب ها

:        ايو 

:از آنهاست يبكيتر يلكاسخ په كد يآ يبدست م u يت مقدار براينهايه بكشود  يده ميد

. شود يرفته مگ كمكه يط اولين رابطه از شرايب اين ضراييتع يبرا
:ه سرعتيار بردن شرط اولكاز ب

 
:در لحظه صفر ييه جابجايط اوليار بردن شراكبا ب

:و از آنجا
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نواختيكر يله با مقطع غيم
ل يفرانسيه معادله ديكورتدر ص. شود يده تر مپيچيت كل حريفرانسيله ثابت نباشد معادله ديه سطح مقطع ميكدر صورت

:رفته شودگت در نظر كحر

:رفته شودگدر نظر  يكبه صورت هارمون ياسخ قسمت زمانپه يكدر صورت

 
:شود يل مير تبديبه فرم ز يانكل، معادله ميفرانسياسخ در معادله دپن يا يذارگاز جا 

:جهيدر نت

 
:ن صورتيدر ا. ثابت است يمقدار 0Aه كباشد،  nx0A)=x(Aد سطح مقطع بصورت ينكفرض 

 
:ليفرانسياز قرار دادن در معادله د

:فيباتعر

 
:شود يل مير تبديل به صورت زيفرانسيمعادله د

:ليفرانسيو قرار دادن در معادله د U(x)=x-ν.X(x)ر ير متغييبا تغ

 
:اسخ عبارت است ازپ. است يكلاسك νل بسل درجه يفرانسيمعادله د يكن يا

 يرا اعشايح و يتواند عدد صح يه مكاست  νدرجه توابع بسل برابر . ب توابع بسل نوع اول و دوم هستنديبه ترت νYو  νJه ك
.باشد

:برابر است با uاسخ پت يدر نها
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 lو طول  يرويبا مقطع دا يله ايم يارتعاشات طول يل مودهاكو ش يعيطب يانسهاك، فريانسكن معادله فرييمطلوبست تع :مثال
:ندك ير ميير تغيز يه در دو انتها ثابت است، و شعاع آن به صورت خطك

 
. تر استچكوكوشه گشعاع  0rه ك

:ندك ير ميير تغيسطح مقطع به فرم ز

 

: و جواب عبارت است از =2nو  a/0r(=π0A(2ن يبنابرا

:ر استيبصورت زي ن ارتباط آن با توابع مثلثاتينچو هم z(2/1-J-=)z(2/1Y(ه كت است ين خاصيا يدارا ½تابع بسل درجه 

 
:ن فرم نوشتيتوان بد ياسخ را مپن يبنابرا 

 
:ايو 

رفتن معادله گا در نظر ب. ر وجود دارديت به فرم زكل حريفرانسيمعادله د يق برايجواب دق يك =2x0AAحالت خاص  يالبته برا
:لهيت مكحر

:ر نوشتيتوان آنرا بفرم ز يه مك
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:اسخ آن عبارت است ازپعوض شده و  uxه تابع آن با كن همان معادله موج است يا 

.است cω/(E=/2=ρω2k(2است و در آن  يكي يه با جواب قبلك

:يط مرزياز اعمال شرا

 
:رددگست صفر يبا يب مينان ضرايدترم يهير بديداشتن جواب غ يبرا

 
:ايو 

 
:آن عبارتند از يت جوابهاينهايه بكاست  يانسكن معادله فريا

 
له با مقطع ثابت و يم يعيطب يانسهاكقاً با فريل دقكش يله مخروطيم يبدست آمده برا يعيطب يانسهاكه فركشود  يده ميد

.ط دو سر ثابت برقرار استيو شرا n=2 يفقط برا يعير طبين حالت غيا. شود يم يكيدو سر ثابت  يط مرزيشرا

با  يله اين ميبنابرا. دارند ر سطح آن ربطييتغ گيونچگه به كنداشته بل گيمقطع بست يل واقعكانس ها به شكن فرينچهم
سطح  له بايه مكاست  ييانسهاكهمان فر ي، دارا)=2x0AAن يو بنابرا(در دو جهت  يل و مخروطكل شيسطح مقطع مستط

. يمخروط يرويمقطع دا
  
:قرار داده و ياز معادلات مرز يكيرا در  klه يژر ويل مود مقادكن شييتع يبرا

 
:امmل مود كش يبرا Uاز قرار دادن در معادله 

 
فرق  يلينواخت خيكا مقطع له دو سر ثابت بيل مود مكل مود با شكشود ش يده ميه دكهمانطور . ب دلخواه استيضر 1Dه ك

.دارد
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