
(continuous systems)وستهپي يها ستميارتعاشات س

ن يا... . ها و  ها، ورق ريها، ت لهيها، م ابلكهستند از جمله  يمختلف يها ستميس يآزاد ي ت درجهينهايبا ب يها ستميس
دارد با  يارتعاش محور يكد رگير را در نظر بيت يكمثلا . دارند يت درجه آزادينهاين بيندچا يت ينهايها ب ستميس
ت ينهايدارد با ب يشپيچعاش ارت يكو  يآزاد ي ت درجهينهايدارد با دو ب ي، دو ارتعاش عرضيآزاد ي ت درجهينهايب

.يآزاد ي درجه

وتن مسائل را يا با استفاده از قانون نه ابتدكن است يم ايده يه انجام مك يارك. مينك يم يدر ابتدا ارتعاشات آزاد را بررس
. ت را بدهدكل حريفرانسيد ي  عادلهتواند به ما م يه مكم ينك  يز استفاده ميلتون نيم و در ادامه از اصل همينك  يحل م

.رفتگم يرا در نظر خواه يس ارتعاشات اجبارپس

 (Transverse Vibration of  String or Cable)ها ابلكارتعاشات 

رزان ل ايبه دل. شوند يتر م شتر شود سختيشش بكه چهر ,نند ك يشش را تحمل مكه فقط كهستند  ييها ها عضو ابلك
... ها و  لپ، )ها ليجرثق(ها  نيرك، يارحف يابل هاكتوان به  يآن م يها اربردكاز جمله . دارد ياربرد فراوانكبودن در صنعت 

.ردكاشاره 

. ز باشدين يعرض يروير نيت تاثتواند تح يم. عمود بر محورش داشته باشد يدر راستا يتواند ارتعاشات عرض يابل مك يك
 .)باشد... وشانده وپابل راك يرو يا برفيرنده باشد و پ يكتواند  يم( يا مثلا بار نقطه

طرف  يكه از كشش باشند لازم است كد تحت يه باك يير باشند و از آنجايا متغيسطح مقطع ثابت  يتوانند دارا يها م ابلك
.ده شونديشكر يگد يرفته شده و از انتهاگ

ها ابلكم بر كمعادلات حا

:مكدلات حااستفاده شده در بدست آوردن معا يها فرض
.شود  يرفته مگابل ثابت در نظر كجرم واحد طول  

.شود يرفته مگر در نظر يمتغ T ابلكشش كمقدار 
.شود  يرفته مگدر نظر  چكوكها  ييجابجا 

:ميسينو يم yت كحر يوتن را در راستايرده و قانون دوم نكل جدا كمطابق ش dx ي المان به اندازه يك

.باشد يرو بر واحد طول مين f(x,t)جرم واحد طول و ه در آن ك
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 :نيبنابرا.ميرگي  يدر نظر م sin ن يهستند بنابرا چكوكا يه زواك يياز آنجا

 
:ميدار يساز  س از سادهپ

 
:ميه داركنيبا توجه به ا

 
:شود ير حاصل مينخ به صورت ز ين معادله ارتعاش اجباريبنابرا

:ديآ ير بدست مينخ به صورت ز يثابت باشد، معادله ارتعاش اجبار Tه مقدار كنيبا فرض ا

 
:شود  ير حاصل ميبه صورت ز) f=0(ارتعاش آزاد نخ  fدر صورت وجود نداشتن 

 
:                                           نيبنابرا

:                                        ايو  

 
:باشد و برابر است با  يابل مكسرعت انتشار موج در  cه در آن ك

.موج شد ي لهل به معاديم تبدييوگا بهتر بي يهذلول ي ل به معادلهين معادله تبديه اكم ينيبي م

:مينك  يها استفاده م ريمتغ ين معادله موج از روش جداسازيحل ا يبرا
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:ميها دار ابلك يدر معادله ارتعاش يذاريگبا جا

  

مقدار ثابت  يكبرابر با  ديها برقرار باشد با آن  يه تساوكنيا يمستقل از هم هستند، برا يه دو طرف تساوكنيبا توجه به ا
.باشند

:ميجه داريدر نت. باشد يد منفيرار شونده باشد آن مقدار ثابت باكت تكه حركنيا ين براينچهم

 
: ديآ يبر حسب زمان بدست م يريگان و دكبر حسب م يكيل مرتبه دو، يفرانسينجا دو معادله دياز ا

          
:            ن معادلات عبارت است ازياسخ اپ

 
.ابل استك يدر دو انتها يدو شرط مرز يمسئله اول دارا

:ميابل دو سر ثابت داركرفتن گبا در نظر  يط مرزيشرا

     

:ميدار يط مرزيبا اعمال شرا

   Page 3    



:شود ير ميبه صورت ز يانسكفر ي  ن معادلهيبنابرا

 
:يعيانس طبكجه فريدر نت

:ايو 

.باشند  يستم ميس يها رامتراپاز  يد تابعينيب  يه مكابل هستند ك يعيطب يها انسكد، فريآ  يه بدست مك يان يا
ن طور يحالا هم هم. ميآورد  يل مود را بدست مكم شيذاشتگ  ينار مكهر موقع زمان را  يند درجه آزادچ يها ستميدر س

:شود  ير ميز به صورت زيل مود آن نكردن زمان شكبا حذف 

 
:ميدار B=1رفتن گبا در نظر 

:ديآ يمختلف بدست م يل مودهاكش nر ييبا تغ
n=1: مود اول

                                          

 

n=2: مود دوم
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n=3: مود سوم

  

جواب  يك nهر  يم به ازايعدد ده nر به گحال ا. ردكر خواهند ييز تغيها ن ل مودكش يط مرزير شراييه با تغكم يدقت دار
:م داشتيخواه F(t)در  X(x)از ضرب . هاست ن جوابياز ا يب خطكيتر ييه جواب نهاكم يت جواب دارينهايس بپ. ميدار

 

.ابل بدست آمده استكن معادله با فرض دو سر ثابت بودن يا
 يط مرزيم از شرايهست يعيبط يها انسكو فر) ها ل مودكش(درجات نسبت به هم  يرگي ت قراريه به دنبال وضعك يتا زمان

توان به  يه را ميط اوليشرا. مينك  يه استفاده ميط اوليب مجهول رابطه بالا از شرايافتن ضراي يم، اما براينك  ياستفاده م
:رفتگر در نظر يفرم ز

 
:ميدار ينوسيتوابع س يتيونالگارتو  تيو استفاده از خاص) ابل در لحظه صفرك ييجابجا(ه اول يط اوليبا اعمال شر

  

:م داشتيخواهsin mx/lاز ضرب دو طرف عبارت در 

: lتا  0دو طرف از  يرگيرال گحال با انت

. شوند يصفر م m=nه ك يحالت ر ازين رابطه غيجملات سمت راست ا ينوس، تماميتابع س يتيونالگت ارتويبا توجه به خاص 
:نيبنابرا

:مير انجام دهيگه ديشرط اول يار را براكن يه هميكدر صورت

 

.ديآ ياسخ مسئله بدست مپن يبنابرا
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.ميداشت يرجه آزادند دچ يها ستميه در سك يهمان بحث. ها شد ل مودكاز ش يبكياسخ ترپنجا هم مثل قبل يا
:شوند يم ميبه دو دسته تقس يط مرزيشرا
(Drichlet , Kinematic B.C , Geometric) يكينماتيس يط مرزيشرا

(Force , Dynamic , Kinetic)ييروين يط مرزيشرا

:شود يده مير متعارف ديمتعارف و غ يط مرزيشرا ير برخيدر ز
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:ديرگير را در نظر بيابل زكمثال  يبرا

سمت راست شرط  يرزاما شرط م. شد يه قبلاً بررسكاه ثابت است گه كيمتعارف ت ي، شرط مرزچپسمت  يشرط مرز
:رت است ازاه عباگه كين تيا چكوكالمان  يرام آزاد براگايد. است ياه فنرگه كينامتعارف ت يمرز

: اهگه كين تيا چكوكالمان  يوتن براياز نوشتن قانون دوم ن

 
:dm0بودن المان  چكوكبا توجه به 
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Assume that the string has uniform mass density, ρ(x) = ρ, and constant tension, T (x) = T .

String  vibration  problem  with  one  end  constrained  by  a  spring:  A string vibration problem is shown in 
Figure 1. One end (boundary) of the string is fixed and the other end (boundary) is connected to a spring 
constrained to move vertically. 

What will happen when the spring disappear (k → 0)? (f)

Since T (x) = T = const and ρ(x) = ρ = const, we can write the equation of motion in equation as:

From the first boundary condition, C1  = 0. Thus, W (x) = C2 sin βx. The second boundary 
condition at x = L renders the following frequency equation:

   Page 8    



This Equation can be solved numerically to find
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the case when one end is free. The following table is a comparison between the case of
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