
ير تحت بار محوريآزاد ت يارتعاشات عرض

ه تحت بار كد يرگيتون ها را در نظر بر سيمثلا ت. باشند يز مين يتحت اثر بار محور يرها علاوه بر بار عرضيمواقع ت ياريدر بس
 يت محوركاز حر يبار ناش ايو  يو محور ينش خمشكاز اندر يناش يه تحت بارهاك يحفار يا رشته هايهستند، و  يفشار

 يز رخ ميره نيس ها و غكربگي رخ دنده ها وچها،  پمپن ها، ير از جمله توربيگد يستمهاياز س يارين در بسيا. مته هستند
رها تحت بار يت يرتعاشات عرضا يبررس يبرا. . ندك يدا مپيرا  ياديت زيرها اهميدر ت يرفتن بار محورگلذا در نظر . دهد

:ديرگيز است را در نظر بين يتحت بار محور يه علاوه بر بار عرضكرا  يري، تيمحور

. يو محور ير تحت بار عرضيت): 1(ل كش

ير تحت بار محوريت يرفته شده براگالمان در نظر ) 2(لكش

:ديرگيرا در نظر ب) 2(لكر مانند شياز ت يالمان

+↑  ෍ 𝐹௬ = 𝑑𝑚 
𝜕ଶ𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡ଶ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

 

 

𝑉 − 𝑃𝜃 + 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 − (𝑉 + 𝑑𝑉) + (𝑃 + 𝑑𝑃)(𝜃 + 𝑑𝜃) = 𝜌𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝜕ଶ𝑤

𝜕𝑡ଶ⎯⎯⎯⎯

در  يمحور يروين، نيبر ا علاوه. ل نشان داده شده استكدر ش يشتاور خمشگن ينچو هم يو برش يمحور يروهايرات نييتغ
:   قائم عبارت است از يت در راستاكمعادله حر. رفته شده استگدر نظر ) مثبت( يششكل كن شيا
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−
𝜕𝑉

𝜕𝑥
⎯⎯⎯+

𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯(𝑃𝜃) + 𝑓 = 𝜌 𝐴(𝑥) 

𝜕ଶ𝑤

𝜕𝑡ଶ⎯⎯⎯⎯ 

:  ر بدست خواهد آمديم دو طرف معادله بر طول المان، معادله زيو تقس يبا ساده ساز

+⤹  ෍ 𝑀ீ = 0

 

 

−𝑉 𝑑𝑥 + 𝑑𝑀 = 0 →          𝑉 =
𝑑𝑀

𝑑𝑥
⎯⎯⎯

−𝑀 − 𝑉 
𝑑𝑥

2
⎯⎯⎯− (𝑉 + 𝑑𝑉) 

𝑑𝑥

2
⎯⎯⎯+ 𝑀 + 𝑑𝑀 = 0

𝐼 ينرسيفرض شده است، ممان ا كر نازيون تچ ≈ وان تيز مير را نيت زكن معادله حريبنابرا .شوديرفته مگدر نظر  0
:   نوشت

−
𝜕ଶ𝑀

𝜕𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯+
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ቆ𝑃

𝜕𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ቇ + 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝐴(𝑥) 

𝜕ଶ𝑤

𝜕𝑡ଶ⎯⎯⎯⎯

:توان نوشتين رابطه در رابطه قبل ميا يذاريگبا جا

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ⎯⎯⎯ ቆ𝐸𝐼
𝜕ଶ𝑤

𝜕𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯ቇ −
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ቆ𝑃

𝜕𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ቇ + 𝜌 𝐴

𝜕ଶ𝑤

𝜕𝑡ଶ⎯⎯⎯⎯= 𝑓(𝑥, 𝑡)

𝑀م  كز يبا خ يريت يه براكاز آنجا  = 𝐸𝐼
డమ௪

డ௫మ⎯⎯⎯ دير رسيز توان با قرار دادن آن در رابطه بالا به رابطهياست، م:

𝐸𝐼
𝜕ସ𝑤

𝜕𝑥ସ⎯⎯⎯⎯− 𝑃
𝜕ଶ𝑤

𝜕𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯+ 𝜌𝐴
𝜕ଶ𝑤

𝜕𝑡ଶ⎯⎯⎯⎯= 0

ثابت باشند، و    Eو  P ،ρ ،I ريه مقادك يدر صورت. است يمحور يروير تحت نيت يل ارتعاشات اجباريفرانسين معادله ديا
:  ديآ ير بدست ميصفر باشد، معادله ارتعاشات آزاد به فرم ز f(x,t) يخارج يروين

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥) 𝑇(𝑡)

ر يگبه عبارت د. استفاده نمود رهايمتغ يتوان از روش جداسازي، مييل با مشتقات جزيفرانسين معادله ديردن اكحل  يبرا
:رفتگاز هم در نظر  يرا جدا يانكو م يزمان يهاتوان ترميم

𝐸𝐼 𝑇
𝑑ସ𝑋

𝑑𝑥ସ⎯⎯⎯⎯− 𝑃𝑇
𝑑ଶ𝑋

𝑑𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯+ 𝜌𝐴 𝑋
𝑑ଶ𝑇

𝑑𝑡ଶ⎯⎯⎯ = 0

:توان نوشتيل ميفرانسيرابطه بالا در معادله د يذاريگبا جا

1

𝜌𝐴
⎯⎯⎯ቆ𝐸𝐼

1

𝑋
⎯⎯

𝑑ସ𝑋

𝑑𝑥ସ⎯⎯⎯⎯− 𝑃
1

𝑋
⎯⎯ 

𝑑ଶ𝑋

𝑑𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯ቇ = −
1

𝑇
⎯⎯

𝑑ଶ𝑇

𝑑𝑡ଶ⎯⎯⎯ = 𝜔ଶ

:ر نوشتيتوان آن را بصورت زيم XTم رابطه بالا بر يبا تقس
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

 

𝑑ଶ𝑇

𝑑𝑡ଶ⎯⎯⎯ + 𝜔ଶ𝑇 = 0 

𝐸𝐼
𝑑ସ𝑋

𝑑𝑥ସ⎯⎯⎯⎯− 𝑃
𝑑ଶ𝑋

𝑑𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯+ 𝜌𝐴𝜔ଶ 𝑋 = 0

بر  يان اثركر ميرات متغييتغ. ر مستقل زمان استياز متغ يان و سمت راست تابعكر مستقل مياز متغ يتابع چپسمت 
ه برابر مقدار كست يبا يعبارات م نيجه ايدر نت. ندارد چپبر سمت  ير زمان اثريرات متغييسمت راست نداشته و متقابلاً تغ

:  ديآ ير به دست ميجه دو معادله زيدر نت. نشان داده شده است 2ωنجا با ين مقدار ثابت در ايا. باشند يثابت

    𝑇(𝑡) = 𝐴ଵ cos(𝜔𝑡) + 𝐴ଶ sin(𝜔𝑡)

: دهدير مير را به بصورت زياسخ تپ يباشد قسمت زمان يه ميط اوليبا شرا يه معادله اكل اول يفرانسيجواب معادله د

         𝑋(𝑥) = 𝑋଴ 𝑒ఈ௫  

:        رفتگر در نظر يبه فرم ز توانيباشد را م يم يط مرزيهار با شراچل مرتبه يفرانسيه معادله دكاسخ معادله دوم پ

ቆ𝛼ସ −
𝑃

𝐸𝐼
⎯⎯⎯𝛼ଶ −

𝜌𝐴

𝐸𝐼
⎯⎯⎯𝜔ଶቇ 𝑋଴𝑒ఈ௫ = 0

:توان نوشتيم EIم آن بر يل و تقسيفرانسيدر معادله د يذاريگبا جا

𝛼ସ −
𝑃

𝐸𝐼
⎯⎯⎯𝛼ଶ −

𝜌𝐴

𝐸𝐼
⎯⎯⎯𝜔ଶ = 0 

:ر نوشتيتوان معادله مشخصه را بصورت زيباشند، م يصفر نم xαeو  0Xه كاز آنجا 

𝛼ଵ
ଶ =

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯ + ඨ൬

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯൰

ଶ

+
𝜌𝐴𝜔ଶ

𝐸𝐼
⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

𝛼ଶ
ଶ =

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯ − ඨ൬

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯൰

ଶ

+
𝜌𝐴𝜔ଶ

𝐸𝐼
⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

:ر را بدست آورديز يهاتوان جوابيبا حل معادله مشخصه م

𝑋(𝑥) = 𝐵ଵ cosh 𝛼ଵ𝑥 + 𝐵ଶ sinh 𝛼ଵ𝑥 + 𝐵ଷ cos 𝛼ଶ𝑥 + 𝐵ସ sin 𝛼ଶ𝑥

𝛼ଶه در كاز آنجا 
ଶ  تر است، لذا مقدار گال از جمله اول بزريكجمله درون راد𝛼ଶ

ଶ يانكاسخ مپتوان يت ميشده و در نها يمنف 
:ر نوشتيرا بصورت ز

.نديآير بدست ميت يط مرزيبه مانند قبل از شرا 𝐵ଵ ,𝐵ଶ ,𝐵ଷ ,𝐵ସ يهاثابت
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𝑎𝑡 𝑥 = 0 →  𝑤(0, 𝑡) = 0 , 𝐸𝐼
𝜕ଶ𝑤(0, 𝑡)

𝜕𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = 0

𝑎𝑡 𝑥 = 𝐿 →  𝑤(𝐿, 𝑡) = 0 , 𝐸𝐼
𝜕ଶ𝑤(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = 0

جاب ير دو سر مفصل ايت يرزط ميشرا. قرار داشته باشد يمحور يفشار يروير دو سر مفصل باشد و تحت نير تگمثال ا يبرا
:هكند كيم

𝑋(0) = 0 , 𝑋(𝐿) = 0

𝑑ଶ𝑋(0)

𝑑𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯= 0 ,
𝑑ଶ𝑋(𝐿)

𝑑𝑥ଶ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯= 0

:  توان نوشتير ميگبه عبارت د

Bଵ = 𝐵ଷ = 0

𝑥در  يط مرزياز شرا = :هكشود يجه مينت 0

sinh 𝛼ଵ𝐿 × sin 𝛼ଶ𝐿 = 0

𝑥در  يط مرزين با استفاده از شراينچهم = 𝐿 ر بدست آوردير را بصورت زيت يانسكتوان معادله فريم:

sin 𝛼ଶ𝐿 = 0 = sin 𝑛𝜋  →              𝛼ଶ =
𝑛𝜋

𝐿
⎯⎯⎯ ,   𝑛 = 1, ∞

sinhه كاز آنجا  𝛼ଵ𝐿 ≠ :توان نوشتياست، م 0

𝛼ଶ
ଶ =

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯ − ඨ൬

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯൰

ଶ

+
𝜌𝐴𝜔ଶ

𝐸𝐼
⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

= −
𝑛ଶ𝜋ଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯⎯⎯

:توان نوشتيدر رابطه آن م 𝛼ଶ يمقدار بدست آمده برا يذاريگبا جا

𝜔௡
ଶ =

𝐸𝐼

𝜌𝐴
⎯⎯⎯ ቌቆ

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯ +

𝑛ଶ𝜋ଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

ଶ

− ൬
𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯൰

ଶ

ቍ

=
𝐸𝐼

𝜌𝐴
⎯⎯⎯ቆ

𝑛ଶ𝜋ଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯⎯⎯ቇ ቆ
𝑃

𝐸𝐼
⎯⎯⎯+

𝑛ଶ𝜋ଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯⎯⎯ቇ

=
𝐸𝐼

𝜌𝐴
⎯⎯⎯ ൭ቆ

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯ +

𝑛ଶ𝜋ଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯⎯⎯−
𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯ቇ × ቆ

𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯ +

𝑛ଶ𝜋ଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯⎯⎯+
𝑃

2𝐸𝐼
⎯⎯⎯ቇ൱

:را بدست آورد nωتوان  ين رابطه مياز ا
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𝜔௡ = 𝑛
πଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯ ඨ
𝐸𝐼

𝜌𝐴
⎯⎯⎯

⎯⎯⎯
 

 ඨ𝑛ଶ +
𝑃𝐿ଶ

𝜋ଶ𝐸𝐼
⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

:جهيدر نت

انس كفر يه قبلاً براكاست  يقاً همان رابطه ايال صفر شده و عبارت حاصل دقيكن رادير آخريباشد، جمله دوم ز P=0ر گا
. ر دو سر مفصل بدست آمديت يعيطب

 يعيانس طبكش فريود آن باعث افزاه وجكشود  يده ميباشد، از رابطه بالا د يششك يمحور يروير نگنصورت و اير اياما در غ
.رددگ ير ميت يش سختيباعث افزا يششك يمحور يروير نيگبه عبارت د. رددگ ير ميت

   𝑋௡(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝛼ଶ𝑥 = sin
௡గ

௅
⎯⎯𝑥   

:  نديآير بدست ميز از رابطه زير نيت يل مودهاكش

𝜔௡ = 𝑛
πଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯ ඨ
𝐸𝐼

𝜌𝐴
⎯⎯⎯

⎯⎯⎯
 

 ඨ𝑛ଶ +
𝑃𝐿ଶ

𝜋ଶ𝐸𝐼
⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

= 𝑛ଶ
πଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯ඨ
𝐸𝐼

𝜌𝐴
⎯⎯⎯+

𝑃𝐿ଶ

𝜌𝐴𝜋ଶ⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

=
𝑛𝜋

𝐿
⎯⎯⎯ඨ

𝑃

𝜌𝐴
⎯⎯⎯

⎯⎯⎯
 

:رددگصفر  يخمش يسخت يعنيباشد،  EI=0ر گا

.ابل بدست آمدك يه براكاست  يه همان عبارتك

=
𝑛𝜋

𝐿
⎯⎯⎯ඨ

𝑃

𝜌𝐴
⎯⎯⎯(1 + 𝑛ଶπଶ ൬

𝐸𝐼

𝑃𝐿ଶ⎯⎯⎯൰

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

𝜔௡ = 𝑛
πଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯ ඨ
𝐸𝐼

𝜌𝐴
⎯⎯⎯

⎯⎯⎯
 

 ඨ𝑛ଶ +
𝑃𝐿ଶ

𝜋ଶ𝐸𝐼
⎯⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

=
𝑛𝜋

𝐿
⎯⎯⎯ඨ

𝑛ଶπଶ

𝐿ଶ⎯⎯⎯⎯ ቆ
𝐸𝐼

𝜌𝐴
⎯⎯⎯ቇ +

𝑃

𝜌𝐴
⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

:ر نوشته شوديبه صورت ز nωه رابطه يكدر صورت

𝜔௡ =
𝑛𝜋

𝐿
⎯⎯⎯ඨ

𝑃

𝜌𝐴
⎯⎯⎯(1 + 𝑛ଶπଶ𝑅)

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

𝑅ر گا =
ாூ

௉௅మ⎯⎯⎯ جهيباشد، در نت:

.ندك يابل عمل مكر مانند ياست و ت ياصل يرويشش نكه كشود  يده ميد) >>2PLEI( چكوك يليخ يها R يبرا

.اشدنب يمحور يرويه نكاست  ير مانند حالتياست و ت ياصل يروين يسخت) ∞→R( گبزر يليخ يها R يبرا

).  2nمله به علت وجود ج(شوند  ينترل مك يبالاتر توسط سخت يه مودهاكشود  يده ميد Rر متوسط يمقاد يبرا
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   Pୡ୰ =
஠మ୉୍

୐మ⎯⎯⎯

 يروين. آمد يش مپيمانش كئله رفت مسگ يقرار م يفشار يروير نير تحت تأثيه تك يامگد هنياد دارياز مقاومت مصالح به 
:لر به صورتيمانش از رابطه اوك

𝜔௡ = 𝑛
஠మ

௅మ⎯⎯ ට
ாூ

ఘ஺
⎯⎯
⎯⎯

 
 ට𝑛ଶ +

௉௅మ

గమாூ
⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

= 𝑛
஠మ

௅మ⎯⎯ ට
ாூ

ఘ஺
⎯⎯
⎯⎯

 
 ට𝑛ଶ +

(ି௉)

௉೎ೝ
⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
  

در . دهد يمانش رخ مكار ه در مود اول بكر دو سر مفصل بوده يمانش تكن مقدار بار يمتركن مقدار يا. شود يمحاسبه م
:يانسكمانش در معادله فركرابطه بار  يذارگباشد، از جا يفشار يمحور يرويه نيكصورت

      𝜔௡ = 𝑛
஠మ

௅మ⎯⎯ ට
ாூ

ఘ஺
⎯⎯
⎯⎯

 
 ට𝑛ଶ −

௉

௉೎ೝ
⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

:جهيدر نت

اهش كآن  يعيانس طبكفر ر شده ويت ياهش سختكباشد سبب  يفشار يه بار محوريكشود، در صورت يده مياز رابطه فوق د
ن يا. ابدياهش كز يد تا مقدار صفر نتوان ير ميت يعيانس طبكر، فريمانش تكتا بار  يش مقدار بار فشاريدر صورت افزا. ابدي يم
.برخوردار است ياديت زياز اهم يحفار يهستند، مانند رشته ها يه تحت بار فشارك ييستم هايار با سكته در كن

مثلاً در . ابدي يش ميآن افزا يعيانس طبكستم شده و فريس يش سختيباشد، سبب افزا يششكه بار يكب در صورتين ترتيبه هم
.  دهد يش ميا افزار يعيطب يانس هاكشده و فر يششك يرويجاد نيره ها سبب اپ ين ها، اثر دوران بر رويتورب
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