
   يبرنول-لرير اويآزاد ت يارتعاشات عرض

   Free Transverse Vibrations of Euler-Bernoulli Beam

اد، يبا طول ز ييلاً عضوهارها معمويت. نندكرا تحمل  يو خمش يتوانند بار عرضيه مكهستند  يكيانكم يهارها سازهيت
جاد يتنها باعث ا يعرض يذارگبار نيه اكشوند ير وارد ميشتر موارد، بارها عمود بر محور تيدر ب. هستند يم و منشوريمستق

 يروهايعلاوه بر خمش و برش، ن دهند،يل نمكيا قائم تشيه راست ير زاويبارها با محور ت يوقت. شودير ميخمش و برش در ت
.شوديجاد مير ايز در تين يمحور

ه چا آنيو  چكوكز يه خيظرن يات اصليفرض. شوديم يرها بررسيساده ت ات خمشيرها با فرضيت ينجا ارتعاشات عرضيدر ا
ن يا. ل استكر شييندسه تغبر ه يرد مبتنگن و همسانگ، هميك، الاستكناز يرهايت يشود، برايده مينام يكلاسكه ينظر
:ردكان ير بيتوان بصورت زيات را ميفرض

.شود ير واحد فرض ميشود و عمق ت يرفته مگارتعاشات در صفحه قائم در نظر  -

.ر وجود ندارديدر امتداد ت يمحور يروين -

.ماند يم ير است و صفحه باقيت يصفحه اصل x-yصفحه  -

.است يخط يكماده الاست -

ب، در يو مقدار مجذور ش كچوكار يزدار بسيب سطح خين شيبنابرا. است چكوكر يسه با ضخامت تيدر مقا يانيز سطح ميخ
.نظر استسه با واحد، قابل صرفيمقا

-

.مانديم يرنش باقكبعد از خمش بدون ) يتار خنث( يانيصفحه م -

ن بدان يا. ماننديم ين صفحه باقيس از خمش، مسطح و عمود بر اپاند، بوده يانيه در ابتدا عمود بر صفحه مكمقاطع مسطح 
ن يبر ا. است يخمش يهارنشكز ورق در اصل مربوط به ين، خيبنابرا. ردكنظر توان صرفيم يبرش يهارنشكه از كمعناست 

.توان حذف نموديرا م يجانب يذارگاز بار يناش يرنش عمودكه كشود ياساس استنتاج م

-

. ز هستندچينا xσسه با يدر مقا zσو  yσ يتنشها -

.شود يز فرض مچينا يدوران ينرسيا -

 يلات اصلكاز مش يكيه كد ينكدقت . شوديفته مگ) Thin Beam( كر نازيا تيو  يبرنول-لرير اويات، تين فرضيبا ا ييرهايبه ت
نجا معادلات ارتعاشات يدر ا. داردوجود ن ير فرم برشيي، تغيبرش يرويه علارقم وجود نكدر آن است  يبرنول-لرير اويت يتئور
. رددگ يم ير بررسيت يعرض

ر به ياز ت يه المانيكدر صورت. باشدير ميبر واحد طول ت f(x,t)به مقدار  يعرض يه تحت باركد يرگيل در نظر بكرا مطابق ش يريت
ت المان ينهايداشته و ب يكستت الايه جسم خاصكاز آنجا . است يعرض ييجابجا يرفته شود، داراگل در نظر كمطابق ش dxطول 

.در طول آن وجود دارد يه آزادت درجينهاين بيمتفاوت است، بنابرا يريگدام با دكهر  يير وجود دارد، و جابجايدر طول ت
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 ρسطح مقطع و  A(x)، يبرش يروين V(x,t)، يممان خمش M(s,t). نشان داده شده است) 1(ل كر در شيرام آزاد المان تگايد
. ر استيجرم مخصوص ت

.آن يرفته شده براگر و المان در نظر يل تكش):1(ل كش

:     ر استيبصورت ز y يت در راستاكمعادله حر

                                    𝑉 + 𝑓(𝑥,𝑡) 𝑑𝑥 − (𝑉 + 𝑑𝑉) = 𝜌𝐴(𝑥) 𝑑𝑥 ⎯⎯⎯   

                                                                            +↑  ∑ 𝐹 = 𝑑𝑚 
( , )

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
 

−
𝜕𝑉

𝜕𝑥
⎯⎯⎯+ 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝐴(𝑥) 

𝜕 𝑤

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯ 

:ر بدست خواهد آمدي، معادله زيبا ساده ساز

    ⤹ ∑ 𝑀 = 0 
 

𝐼  يدوران ينرسيفرض شده است، ممان ا كر نازيون تچ ≈ توان يم زير را نيت زكن معادله حريبنابرا .شوديرفته مگدر نظر  0
:نوشت

−𝑀 − 𝑉 
𝑑𝑥

2
⎯⎯⎯− (𝑉 + 𝑑𝑉)

𝑑𝑥

2
⎯⎯⎯+ (𝑀 + 𝑑𝑀) = 0 →  𝑉 =

𝑑𝑀

𝑑𝑥
⎯⎯⎯

  :نيبنابرا

    − ⎯⎯⎯ + 𝑓(𝑥,𝑡) = 𝜌 𝐴(𝑥) ⎯⎯⎯

:توان نوشتيدر رابطه قبل م يذاريگبا جا
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:رفتگدر نظر  يرنش محورك ير را برايرابطه ز) 2(لكتوان با توجه به شير تحت خمش ساده ميت يبرا

ريخمش ساده ت) 2(لكش

𝜀 = 𝑙𝑖𝑚 lim
∆ →

Δ𝑢

Δ𝑠
⎯⎯⎯= lim

∆ →

−yΔ𝜑

Δ𝑠
⎯⎯⎯⎯⎯ = −y

d𝜑

d𝑠
⎯⎯⎯= −y

d𝜑

𝜌d𝜑
⎯⎯⎯⎯= −

y

𝜌
⎯⎯

ر طول المان ييتغ رنش عبارت است ازك. رددگ يآن محاسبه م يرنش طولكرفته شده و گدر نظر yت يدر موقع Δφه يبه زاو يالمان
رنش كن ياست، بنابرا Δu=-yΔφر طول المان برابر ييو تغ Δs=ρΔφالمان برابر  يا طول تا خنثيه و يطول اول. ه آنيبه طول اول

:عبارت است از

     
𝜀 = ⎯⎯

𝜎 = − ⎯⎯⎯
→ 𝜖 = − ⎯⎯⎯     

: از روابط مقاومت مصالح ياز طرف

                                 ⎯ = ⎯⎯

:     ن دو رابطهيا ين از تساويبنابرا

1

𝜌
⎯⎯=

𝜕 𝑤
𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

1 +
𝜕𝑤
𝜕𝑥
⎯⎯⎯

⎯⎯
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

:    انحنا نوشت ير را برايات رابطه زياضيتوان از رين مينچهم

                 𝑀 = 𝐸𝐼 ⎯⎯⎯ 

⎯ه  يكرد، بطوركنظر صرف ⎯⎯⎯توان از عبارتيباشد م چكوك ⎯⎯⎯ب يه شيكدر صورت =  :نيبنابرا .خواهد بود⎯⎯⎯
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−
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝐸𝐼 

𝜕 𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ + 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜌𝐴(𝑥)

𝜕 𝑤

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯

:     توان نوشتيت مكل حريفرانسيدر معادله د يذاريگبا جا

𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝐸𝐼 

𝜕 𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ + 𝜌𝐴(𝑥)

𝜕 𝑤

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯= 𝑓(𝑥, 𝑡)

:    ر بدست خواهد بوديبصورت ز يبرنول-لرير اويت ياجبار يت معادله ارتعاشات عرضيدر نها

له بدست آمد متفاوت بوده و از مرتبه يابل و مك يه قبلاً براك ير با معادلات موجيت يه معادله ارتعاشات اجباركشود  يده ميد
. هارم استچ

:    ر نوشتيز ر را بصورتيآزاد ت يتوان معادله ارتعاشات عرضيشود، م  f(x,t)=0ثابت باشند و  Eو  A ،Iه كر فرض شود گا

𝜕 𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+

𝜌𝐴

𝐸𝐼
⎯⎯⎯ 

𝜕 𝑤

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯= 0

     

𝜕 𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+ 𝑎  

𝜕 𝑤

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯= 0 , 𝑎 =

𝜌𝐴

𝐸𝐼
⎯⎯⎯

:    ايو 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥) 𝑇(𝑡)

:   فيعربا ت. رها استفاده نموديمتغ يتوان از روش جداسازيل ميفرانسين معادله ديردن اكحل  يبرا

:     توان نوشتيل، ميفرانسيدر معادله د يذاريگبا جا

 𝑇 ⎯⎯⎯+ 𝑎 𝑋 ⎯⎯⎯= 0 → ⎯ ⎯⎯⎯ = −𝑎 ⎯ ⎯⎯⎯= β

بر سمت  يان اثركر ميرات متغييتغ. ر مستقل زمان استياز متغ يان و سمت راست تابعكر مستقل مياز متغ يتابع چپسمت 
 يه برابر مقدار ثابتكت سيبا ين عبارات ميجه ايدر نت. ندارد چپبر سمت  ير زمان اثريرات متغييراست نداشته و متقابلاً تغ

دير رسيتوان به معادلات زير، ميگبه عبارت د. باشند :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑑 𝑇

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ + 𝜔 𝑇 = 0

𝑑 𝑋

𝑑𝑥
⎯⎯⎯⎯− 𝛽 𝑋 = 0

𝜔ه در آن ك = ⎯⎯ .  
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    𝑇(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔𝑡) + 𝐴 sin(𝜔𝑡)

: دهدير ميرا به بصورت ز رياسخ تپ يباشد قسمت زمان يه ميط اوليبا شرا يه معادله اكل اول يفرانسيجواب معادله د

         𝑋(𝑥) = 𝑋  𝑒  

:        رفتگر در نظر يفرم ز توان بهيباشد را م يم يط مرزيهار با شراچل مرتبه يفرانسيه معادله دكاسخ معادله دوم پ

          𝑟 𝑋 𝑒 − 𝛽 𝑋 𝑒 = 0 →  (𝑟 − 𝛽 )𝑋 𝑒 = 0   

: توان نوشتيل ميفرانسيدر معادله د يذاريگبا جا

                 𝑟 − 𝛽 = 0 →  𝑟 = ±𝛽 ,𝑟 = ±𝑗𝛽    

: ر نوشتيآن را بصورت ز يهاتوان معادله مشخصه و جوابير ميگبه عبارت د

         𝑋(𝑥) = 𝐶 𝑒 + 𝐶 𝑒 + 𝐶 𝑒 + 𝐶 𝑒  

:   ر خواهد بوديبصورت ز يانكل ميفرانسيب جواب معادله دين ترتيبد

  cosh 𝛽𝑥 = ⎯ 𝑒 + 𝑒

         sinh 𝛽𝑥 = ⎯ 𝑒 − 𝑒     

        𝑒 = cos 𝛽𝑥 ± 𝑗 sin 𝛽𝑥     

:      ردك يسيل را بازنويفرانسيتوان استفاده نمود و جواب معادله دير ميز ياضياز روابط ر

          𝑋(𝑥) = 𝐵 cosh 𝛽𝑥 + 𝐵 sinh 𝛽𝑥 + 𝐵 cos 𝛽𝑥 + 𝐵 sin 𝛽𝑥   

:  بدست آمده نوشت ياسخ هاپاز از  يب خطكيرا بصورت تر يانكاسخ مپتوان يت ميدر نها

      𝛽 = 𝑎 𝜔  →  𝜔 = 𝛽  ⎯⎯
⎯⎯

 
   

:     ه در آنك

𝐵 يهاثابت  ,𝐵  ,𝐵  ,𝐵 ير انتها برادر ه يط مرزيشود تعداد شرا يده ميه دكونه گهمان .نديآير بدست ميت يط مرزياز شرا 
. باشد ير دو ميت

. ب صفر استيو ش ييط جابجاين شرايردار اگير با لبه يت يمثلاً برا

:دهد ين مرها نشايت ير متعارف را برايمتعارف و غ يط مرزيه در ادامه ارائه شده است، شراك يجدول
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.در انتها يردار با جرمگيسر  يكر يت) 3(لكش

.ل داردكمطابق ش mز كه در انتها جرم متمرك يريت يمثلاً برا

.انتها در يردار با جرمگيسر  يكر يرام جسم آزاد تگايد) 4(لكش

:ريت يرام جرم آزاد انتهاگاياز رسم د

+↑  𝐹 = 𝑚 
𝜕 𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ → 𝑉(𝐿, 𝑡) = 𝑚 

𝜕 𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

 

 

:mجرم  يوتن براياز نوشتن قانون دوم ن

𝑉 =
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝐸𝐼 

𝜕 𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

𝑉 ه كاز آنجا  = 𝑀و  ⎯⎯⎯ = 𝐸𝐼  :است ⎯⎯⎯

𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝐸𝐼 

𝜕 𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ = 𝑚 

𝜕 𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

:نيبنابرا

⤹ 𝑀 = 0 →

 

 

𝑀(𝐿, 𝑡) = 0 →
𝜕 𝑤

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ = 0

:mجرم  يبرا يت دورانكوتن به فرم حرين از نوشتن قانون دوم نينچهم
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ر دو سر مفصليت: مثال

.ر دو سر مفصليت يهندس ينما): 5(لكش

   𝑎𝑡 𝑥 = 𝐿 →  𝑤(𝐿,𝑡) = 0 ,𝐸𝐼
( , )

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = 0    

           𝑎𝑡 𝑥 = 0 →  𝑤(0,𝑡) = 0 ,𝐸𝐼
( , )

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = 0     

:ر نوشتيتوان بصورت زير را مين تيا يط مرزيشرا. نشان داده شده است) 5(لكر در شيهندسه ت

                     𝑋(0) = 0 ,𝑋(𝐿) = 0    

                  ( )
⎯⎯⎯⎯⎯ = 0 ,

( )
⎯⎯⎯⎯⎯= 0      

توان به  يستند، آنها را مياز زمان ن يط تابعين شرايه اكاز آنجا . و ممان صفر در دو انتها است ييط مربوط به جابجاين شرايا
:ر نوشتيفرم ز

                 𝑋(𝑥) = 𝐵 cosh 𝛽𝑥 + 𝐵 sinh 𝛽𝑥 + 𝐵 cos 𝛽𝑥 + 𝐵 sin 𝛽𝑥  

   𝑋"(𝑥) = 𝛽 (𝐵 cosh 𝛽𝑥 + 𝐵 sinh 𝛽𝑥 − 𝐵 cos 𝛽𝑥 − 𝐵 sin 𝛽𝑥)  

          𝑋 (𝑥) = 𝛽(𝐵 sinh 𝛽𝑥 + 𝐵 cosh 𝛽𝑥 − 𝐵 sin 𝛽𝑥 + 𝐵 cos 𝛽𝑥)  

توان  ي، مشتقات آنرا مXاسخ پرفتن گبا در نظر . از استين يانكاسخ مپنجا به مشتق دوم يشود در ا يده ميه دكهمانطور 
.بدست آورد

   𝑋(0) = 𝐵 + 𝐵  

              𝑋(0) = 𝐵 cosh 0 + 𝐵 sinh 0 + 𝐵 cos 0 + 𝐵 sin 0  

:Xلبه صفر در  يذارگمثلاً با جا

         𝐵 + 𝐵 = 0

𝐵 − 𝐵 = 0

B cosh 𝛽𝐿 + 𝐵 sinh 𝛽𝐿 + 𝐵 cos 𝛽𝐿 + 𝐵 sin 𝛽𝐿 = 0 

𝐵 cosh 𝛽𝐿 + 𝐵 sinh 𝛽𝐿 − 𝐵 cos 𝛽𝐿 − 𝐵 sin 𝛽𝐿 = 0    

:   دير رسياه معادلات زگتوان به دستيم يط مرزياسخ در شراپ يذاريگبا جا  

      𝐵 = 𝐵 = 0  

:       هكفت گتوان ياه معادلات مگن دستياز معادله اول و سوم ا
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  sinh 𝛽𝐿
sinh 𝛽𝐿

sin 𝛽𝐿
− sin 𝛽𝐿

𝐵
𝐵

=
0
0

    

:   شوديل مير تبديو مجهول زاه دو معادله و دگاه معادلات بالا به دستگ، دستير در رابطه قبلين مقاديبا اعمال ا

:   ست صفر شوديبا يب مينان ضرايداشته باشد، دترم يهيربدياه معادلات بالا جواب غگه دستكنيا يبرا

 →  𝛽 = ⎯⎯, 𝑛 = 1, ∞  

  2 sin 𝛽𝐿 sinh 𝛽𝐿 = 0 →  sin 𝛽𝐿 = 0 = sin 𝑛𝜋 

   𝜔 = (𝑛𝜋) ⎯⎯⎯⎯
⎯⎯⎯⎯

      

:  واهد آمدر بدست خير بصورت زيت يانسكن معادله مشخصه فريبنابرا. ديآ يبدست م 2B=0ن رابطه ين از اينچهم

   𝑋 (𝑥) = sin ⎯⎯𝑥   

:  نديآير بدست ميز از رابطه زير نيت يل مودهاكش

. ر دو سر مفصليل مود اول تكسه ش): 6(ل كش

.ر دو سر مفصل نشان داده شده استيل مود اول تكسه ش) 6(ل كدر ش

     

1 0 1 0
𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽𝐿 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽𝐿 𝑐𝑜𝑠𝛽𝐿 𝑠𝑖𝑛𝛽𝐿

1 0 −1 0
𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽𝐿 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽𝐿 −𝑐𝑜𝑠𝛽𝐿 −𝑠𝑖𝑛𝛽𝐿

= 0  

ن معادلات را يب ايس ضراياترنان ميتوان دترم يصفر است، م يط مرزيه سمت راست معادلات شراكاز آنجا  يلكدر حالت 
:     برابر صفر قرار داد

.    شود يه منجر به همان جوابها مك

𝑤(𝑥, 𝑡) = (𝐸 cos 𝜔 𝑡 + 𝐹 sin 𝜔𝑤 𝑡) sin
𝑛𝜋

𝐿
⎯⎯⎯𝑥

:ريگبه عبارت د. باشديل مودها مكاز ش يب خطكيستم، بصورت تريس يياسخ نهاپ

.  ديآ ير بدست ميسخ تاپله يابل و مكه به مانند مسائل يط اولياز قرار دادن شرا. است 4B2A=nFو  4B1A=nEن رابطه يدرا
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ردارگيسر  يكر يت

          𝑎𝑡 𝑥 = 0 →  𝑤(0,𝑡) = 0 ,
( , )

⎯⎯⎯⎯⎯⎯= 0

.ردارگيسر  يكر يت يهندس ينما): 7(لكش

  𝑎𝑡 𝑥 = 𝐿 →  𝐸𝐼
( , )

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = 0 , ⎯⎯ 𝐸𝐼
( , )

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = 0

:ر نوشتيتوان بصورت زير را مين تيا يط مرزيشرا. نشان داده شده است) 7(لكر در شيهندسه ت

      𝑋(0) = 0 ,
( )

⎯⎯⎯⎯ = 0

     ( )
⎯⎯⎯⎯⎯= 0 ,

( )
⎯⎯⎯⎯⎯ = 0     

:     توان نوشتير ميگبه عبارت د

     𝐵 + 𝐵 = 0

            𝐵 + 𝐵 = 0

     B cosh 𝛽𝐿 + 𝐵 sinh 𝛽𝐿 − 𝐵 cos 𝛽𝐿 − 𝐵 sin 𝛽𝐿 = 0     

    𝐵 sinh 𝛽𝐿 + 𝐵 cosh 𝛽𝐿 + 𝐵 sin 𝛽𝐿 − 𝐵 cos 𝛽𝐿 = 0     

:دير رسياه معادلات زگتوان به دستيم يط مرزيدر شرا يانكاسخ مپ يذاريگبا جا

    𝐵 = −𝐵     

    𝐵 = −𝐵  

:هكفت گتوان ياه معادلات مگن دستياز معادله اول و سوم ا

cosh 𝛽𝐿 + cos 𝛽𝐿
sinh 𝛽𝐿 − sin 𝛽𝐿

sinh 𝛽𝐿 + sin 𝛽𝐿
cosh 𝛽𝐿 + cos 𝛽𝐿

𝐵
𝐵

=
0
0

   

:شوديل مير تبديمعادله و دو مجهول ز اه دوگاه معادلات بالا به دستگ، دستيهارم قبلچن روابط در معادلات دوم و يبا اعمال ا

   1 + cosh 𝛽𝐿 cos 𝛽𝐿 = 0      

:شود ب صفرينان ضرايد دترميداشته باشد، با يهيربدياه معادلات بالا جواب غگه دستكنيا يبرا
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𝛽 𝐿 = {𝛽 𝐿, 𝛽 𝐿, 𝛽 𝐿, 𝛽 𝐿, … }

𝛽 𝐿 = 1.875104 , 𝛽 𝐿 = 4.694091 

𝛽 𝐿 = 7.854757 , 𝛽 𝐿 = 10.995541

:ر را بدست آورديز يهاشهيتوان ريبا حل معادله بالا م. ردار استگيسر  يكر يت يانسكمعادله بالا، معادله فر

   𝐾 = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯   

       𝑋(𝑥) = 𝐶 sin 𝛽 𝑥 − sinh 𝛽 𝑥 − 𝐾 (cos 𝛽 𝑥 − cosh 𝛽 𝑥)

:نديآير بدست ميز از رابطه زير نيت يل مودهاكش

نشان داده شده ) 8(ل كدر ش) بر حسب هرتز( يعياتس طبكره ها و فرگردار به همراه محل گيسر  يگر يل مود اول تكسه ش
.است

. ردارگيسر  يكر يل مود اول تكسه ش): 8(ل كش
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.است متعارف نشان داده شده يط مرزيرها با شرايت يها برا βLر يل مودها و مقادك، شيانسكمعادله فر) 9(ل كدر ش

. ط متعارفير با شرايت): 9(ل كش

.ش داده شده استيرها نماين تيل مود اول اكند شچ) 10(ل كدر ش
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متعارف  يرهايل مود اول تكند شچ): 10(ل كش
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