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فصل اول

 رياضيات برداري

  بردارها و اسكالرها

اسكالر و: گيرندهاي فيزيكي از نظر معرفي و معين شدن در دو دسته قرار مياصولاً آميت

  بردار

شوند آه تنها توسط يك عدد آه همان اندازه آنهائي اتلاق مي به آميت:Scalarاسكالر

  ر الكتريكيشوند مانند جرم، انرژي و باآميت باشد مشخص مي

هايي هستند آه براي مشخص شدن آنان علاوه بر اندازه، به جهت نيز آميت:vectorبردار

نيازمند هستند مانند نيرو، شدت ميدان الكتريكي و چگالي جريان حجمي الكتريكي منظور از

جهت در اين آلام، معلوم بودن راستا يا محمل بردار، جهت و سمت بردار بر روي اين راستا

  .مانند شكل روبرو. باشديم

  ١شكل

هاي اسكالر و برداري از يكديگر بصورت پارامتري و نماديعموماً بمنظور تفكيك نمودن آميت

 با حروف بزرگداريري بهاآميتهاي اسكالر با حروف آوچك و آميت: شودبطريق زير عمل مي

 :نها مانندبالاي آتوأم با علائمي در

 …,a, b, c, m, n اسكالر

E,BAFDCBAبردار ,,ˆ,,,,
vr

رود و يا از علامت قدربراي نمايش اندازه يك بردار يا حرف مربوطه را بدون علائم بردار بكار مي

: مطلق مانند
FF
r

Fاندازه بردار==
r

unit vector: بردار يكان

بردار واحد يا بردار يكان يك بردار عبارتست از برداري با اندازه واحد و همجهت با بردار مربوطه

 . شودده ميبر روي آن استفا ^  همراه با علامتa،uبراي نمايش اين بردار عموماً از حروف

 وuابه با اسم بردار اصلي بهمراه حروفشدن آن از يك انديس مشترهمچنين براي مشخص

aآيد نيز استفاده بعمل مي 

AAu âˆ = =بردار واحد بردارA
r

 بنابراين
A
AaA r

r

=ˆ
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 ٢شكل

 vector Algebraجبر بردارها

 :شوند رياضيات برداري بصورت زير تعريف مي درچهار عمل اصلي

  : جمع بردارها-

 :گيردجمع چند بردار به دو روش انجام مي) هندسي(از نظر گرافيكي

 .تالاضلاع اسروش اول تشكيل متوازي

  ٣شكل

 .دم استروش دوم روش چند ضلعي يا روش سربه

 ٤شكل

  ٥شكل

توان با جمع جبريهاي هم جهت، مياز نظر تحليلي جمع دو بردار پس از تجزيه آندو به مؤلفه

 .هاي هم جهت دو بردار عمل جمع را انجام دادمؤلفه

( ) 333222111

332211

332211

ˆ)(ˆˆ)(

ˆˆˆ

ˆˆˆ
?

aBAaBAaBABA

aBaBaBB

aAaAaAA

BA

+++++=+

++=

++=

=+

rr

r

r

rr
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.پذيري صادق هستند و شرآتدر جمع بردارها خاصيت جابجائي

CBACBA

ABBA
rrrrrr

rrrr

++=++

+=+

)()(

  تفريق بردارها-

Aدر اين عمل بردار
v

Bرا با معكوس شده بردار
v

 شودجمع مي
)( BABA
rrrr

−+=−

 ٦شكل

 ضرب بردارها
: ضرب دو بردار-الف

   ضرب داخلي دو بردار–١

 :باشد، مانندب داخلي دو بردار يك اسكالر ميه ضرنتيج

]θآوچكترين زاويه بين دو بردار است[  θcos. ABBAC ==
rr

 

همچنين چون در نمايش اين. شودبهمين دليل اين نوع ضرب را ضرب اسكالر نيز گفته مي

اي نيز گفتهشود، به آن ضرب نقطهنقطه بعنوان عمليات ضرب استفاده ميضرب از علامت

  Scalar product , Dot product. شده است

  ٧شكل

 .پذيري استاز خواص اين نوع ضرب جابجايي و توزيع

).().().(

..

CABACBA

ABBA
vvrrrrr

rrrr

+=+

=

آافي: ي استخاص) راستا(ترين آاربرد اين ضرب يافتن مؤلفه يا تصوير يك بردار در جهتمهم

 .است بردار واحد آن جهت خاص را در بردار مذآور ضرب داخلي آرد

  :مثال

zzyyxx aAaAaAA ˆˆˆ ++=
r

  :  بر هم داريمz, y, xبا توجه به عمود بودن بردارهاي واحد سه جهت
( ) ( ) xzyxxzzxyyxxxx AAAAaaAaaAaaAaA =×+×+×=++= 00)1(ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆˆ.

r

AaAAaA :همچنين zzyy

rr
.ˆ,.ˆ ==
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٤

Aمؤلفه بردار: و يا بطور آلي
r

B در جهت و راستاي بردار
r

 :AaA BB

r
.ˆ=

o:بنابراين واضح است آه
rrrr

oAAAAA cos.2 ==

   ضرب خارجي-٢

شود به آن استفاده ميXآن از علامت آراسنتيجه اين ضرب يك بردار است و چون در نمايش

Cross productشودضرب آراس نيز گفته مي

ABABCC

BAC

θsin==

×=
r

rrr

ABθآوچكترين زاويه بينAB
vr

Aاست آه بردار,
v

B را در امتداد بردار
r

  .هددقرار مي

Cجهت بردار
r

ABبر دو بردار
vr

 .آيد دست راست بدست مي عمود است و طبق قانون,

 ٨شكل

 :واضح است آه

BABAAB
rrrrrr

×≠×−=×

 :پذيري در ضرب خارجي وجود داردهمچنين خاصيت توزيع
( ) ( ) ( )C A B A C B A

rrrrrrr
×+×=+×

  يك بردار ضرب يك اسكالر در-ب
AamAAm    : شوداين ضرب بصورت روبرو نمايش داده مي ˆ=

r
  

Aبرابرmنتيجه اين ضرب بردار است با اندازه
r

 مثبت باشد بردار نهائي هم جهت وmو چنانچه

Aدر غير اينصورت در خلاف جهت بردار
v

  . خواهد بود

نها تعريفي آه در مورد تقسيم در مبحث بردارها وجود دارد تقسيم يك بردار بر يك:متقسي

Aa  :اسكالر است آه همان مفهوم ضرب يك اسكالر در بردار را دارد
m
AA

mm
A ˆ1 

==
r

r

  Orthogonal coordinate systemsهاي مختصات متعامددستگاه

سه جهت آن بر هم عمود هستند را مورددر اين درس سه دستگاه مختصات سه بعدي آه

  .گيردبررسي و استفاده قرار مي

  Rectangular coordinates دستگاه مختصات مستطيلي–١

توان اين دستگاه را برپا آرده و موقعيت نقطه يابدليل آنكه با تشكيل يك مكعب مستطيل مي

هاي اين ديگر ناماز. شودمكاني را مشخص نمود، مختصات مستطيلي به آن اتلاق مي

  . استCartesianدستگاه دآارتي و آارتزين
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سه محور مربوطه در. گرددموقعيت يك نقطه روشن ميz وy وxدر اين دستگاه با سه پارامتر

بنابراين براي يافتن مكان هر نقطه و يا انتهاي هر بردار.نقطه مبدأ مختصات بر هم عموداند

را در تصوير مشاهده Pبعنوان مثال نقطه. سه محور عمود آرد برآافي است آه از آن نقطه

 وجه يك مكعب مستطيل است آه٦در واقع اين خطوط عمود، قطرهاي سه وجه از. آنيدمي

  .آن واقع شده است) بزرگ(در ابتدا و انتهاي قطر اصلي Pو نقطه) O(مبدأ مختصات

xzzبردارهاي يكان سه جهت عبارتند از aaa  و هر آدام با اندازه واحد و در جهت مثبت سهˆ,ˆ,ˆ

  :پس. آه بنابراين بر هم عمودند.  و منطبق با سه محور فوق خواهند بودz, y, xمحور

yxzxzyzyx

zzyyxx

zyzxyx

zzyyxx

aaaaaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ
0ˆˆˆˆˆˆ

090cos11ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆ
10cos11ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆ

=×=×=×

=×=×=×

=××===

=××===

 :نمايش يك بردار در فضاي مختصات مسطيلي بصورت تحليلي

zzyyxx aAaAaAA ˆˆˆ ++=
r

zyz AAA Aبردار) تصوير(بترتيب مؤلفه,,
r

 .باشندميz وy وxدر سه جهت
222
zyx AAAA ++=
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xyzبراي يك شكل آوچك ديفرانسيلي با ابعاد ddd توان بردار ديفرانسيلي طولي بقرار مي,,

  .زير تعريف نمود

dzdladzld

dydladyld

dxdladxld

ldldldld

zzz

yyy

xxx

zyx

==

==

==

++=

,ˆ

,ˆ
,ˆ

v

v

v

vvvv

zyx                                                                              :بنابراين adzadyadxld ˆˆˆ ++=
v

  

ر عمودظبر يك سطح آه عبارتست از برداري آه بر سطح مورد ن) عمود(با تعريف بردار نرمال

توان سهباشد، ميبوده در جهت خارج از سطح است و اندازه آن برابر مساحت آن سطح مي

  .بردار نرمال به سطح با توجه به شكل ديفرانسيلي قبل ارائه آرد

 ١٤شكل

dxdydsdxdyasd

dxdzdsdxdzasd
dydzdsdydzasd

sdsdsdsd

zzz

yyy

xx

zyx

==

==
==

++=

,ˆ
,ˆ

,ˆ

v

v

v

vvvv

dxdyadxdzadydzasd                                                                    :بنابراين zyx ˆˆˆ ++=v

dxdydz   dv:باشدم ميآخرين ترم ديفرانسيلي يك آميت اسكالر است ديفرانسيل حج =

آيد آه متشكل از صفحات مسطحهاي هندسي بوجود مي ، مكانz ياy ياxبراي مقادير ثابت

  . خواهد بودz, y, xو بينهايت عمود بر سه محور
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Cylindrical coordinatesاي دستگاه مختصات استوانه–٢

ايتوانهسشود آه با برپائي يك شكل ا مياين داستگاه مختصات سه بعدي بطريقي تعريف

آند و بهمين دليل نامسه پارامتر نشان دهنده موقعيت يك نقطه را براحتي ميسر مي

  .استاتلاق شدهاي به اين دستگاهاستوانه

 ١٥شكل

rzسه پارامتر اين دستگاه ,,ϕاست . 

rفاصله عمودي از محور zهاست. 
ϕاي است آه تصويرزاويهr بر روي صفحه افق )xy (با جهت مثبت محورxسازد مي.  

zسوم مختصات مستطيلي است) پارامتر( همان آميت.  

هاz محور استوانه محورrاي تصور و رسم نمود آه شعاع قاعده آنتوان استوانهبنابراين مي

 Pن استوانه در سطح افقي واقع شده است و نقطه قاعده پائيz=zقاعده بالاي آن در موقعيت

 P با پارامتر سوم مختصات نقطهzارتفاع استوانه برابر با(شودروي لبه آن استوانه مستقر مي
rzمحدوده) باشدمي ,,ϕبا توجه به تعريف انجام شده:  

〈+∞∞〈−≤≤〈∞≤ zr ,20,0 πϕ 
rz مربوطه يعني بترتيببراي يافتن بردارهاي واحد سه جهت aaa ˆ,ˆ,ˆ ϕآافي است در نقطهP در

  .را بدست آوريدrâ به اندازه واحد، بردارz در جهت دور شدن از محور rامتداد شعاع
خواهدϕâراستاي مماسي رسم گردد، امتداد اين مماس P بر سطح استوانه و در نقطهراگ

بنابراين واضح است آه. هاستxبود و جهت مثبت آن در جهت دور شدن از جهت مثبت محور
raa ˆ,ˆϕبر خلاف بردارهاي واحد مختصات مستطيلي وابسته به مكان خواهند بود. 

zâشودمشابه دستگاه مختصات مستطيلي تعريف مي. 

 ١٦شكل
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 :ه مختصات مستطيلي در اين مختصات داريممشاب

222

ˆˆˆ

zr

zzrr

AAAA

aAaAaAA

++=

++=

ϕ

ϕϕ

r

براي تعريف بردارهاي ديفرانسيلي طولي و سطحي بايستي قسمتي از فضاي بين دو

 را در نظر گرفت اين حجم ديفرانسيلي آهdrاستوانه هم محور با اختلاف شعاع قاعده برابر با
  .شود واقع ميϕdهاست در دهانdzداراي ارتفاعي برابر با

 ١٧شكل

 :بردار ديفرانسيل طوليبنابراين

dzdladzld

rddlardld

drdladrld

ldldldld

zzz

rrr

zr

==

==

==

++=

,ˆ

,ˆ
,ˆ

r

v

r

vvvv

ϕϕ ϕϕϕ

ϕ

تواند بعنوان طول در نظراست نمي) راديانبرحسب(اندازه يك زاويهϕdتوجه داريم آه چون

 آنرا به طول تبديلrاز شعاع دايرهϕdهبنابراين با توجه به آمان روبرو به زاوي.گرفته شود

  .ايمآرده

  ديفرانسيلي سطحيبردارهاي

 ١٨شكل

drrddsrdrdasd
dzdrdsdrdzasd

dzrddsdzrdasd
sdsdsdsd

zzz

rrr

zr

×==

×==
×==

++=

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕϕ

ϕ

,ˆ
,ˆ
,ˆ

v

v

v

vvvv
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dzrdrddvبراي آميت اسكالر ديفرانسيلي حجم در اين مختصات ϕ=آه از ضرب سه بعد 

. بدست آمده استdz وϕrd وdrشكل ديفرانسيلي فوق يعني

همچنين در خصوص ضرب داخلي و ضرب خارجي بردارهاي يكان اين دستگاه با توجه به

  :متعامد بودن سه جهت

ϕϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

aaaaaaaaa
aaaaaa
aaaaaa

rzrzzr

zzrr

zzrr

ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ
0ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆ
1ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆ

=×=×=×

===

===

 

آند آه بقرار زيردر اين مختصات براي پارامترهاي ثابت مكان هندسي خاصي را حاصل مي

  : است

ها خواهد بود آه شعاع قاعدهzمحوريت محوربامحدودناك استوانهسطح جانبي ي: r=kبراي

  .باشد مي kآن
k=ϕهاست آه در زاويهz محدود به محور مسطح ويك نيم صفحه بينهايت،: k=ϕبراي

  .قرار گرفته است

  . خواهد بودz=kسطح در ارتفاعمشابه مختصات مستطيلي يك صفحه بينهايت، م: z=kبراي

 ١٩شكل

  Spherical coordinates دستگاه مختصات آروي–٣
است و چون با مرور آردن يك آره بهR,,θϕدستگاه در فضاي سه بعدي داراي سه پارامتراين

يش دهيمخواهيم مختصات آنرا نمابمرآز مبدأ مختصات از نقطه مورد نظري آه مي Rشعاع

  .شود بنابراين بنام مختصات آروي موسوم استتعريف مي

Rفاصله نقطه تا مبدأ مختصات است .  

θزاويه بينRو جهت مثبت محور zهاست.  
 r بهxy در صفحه Rاي را داراست يعني از تصوير آردن همان تعريف در مختصات استوانهϕو

  .خواهد بودϕها زاويهx و جهت مثبت محور rرسيده زاويه بين
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:بنابراين طبق تعاريف انجام شده محدوده سه پارامتر اين مختصات عبارتنداز
πϕπθ 20,0,0 ≤≤≤≤〈∞ ≤ R

  .آيند آه بر هم عمودندبردارهاي واحد سه جهت تعريف شده بصورت زير بدست مي
 بدست آمده و جهت آن درRâمتصل نمود ادامه دهيم، امتداد P را به نقطهoآزچنانچه مر

 بهحال اگر بر اين امتداد عمودي رسم نمائيم آه بر آره. جهت دور شدن از مرآز خواهد بود
θâ باشد، واقع گردد امتداد Rو خط zاي آه شامل محور مماس بوده و در صفحه Rشعاع

چنانچه بر سطح آره به شعاع.  استZ+دهد و جهت مثبت آن در جهت دور شدن از محورمي
R در نقطهP مماسي بموازات صفحه افق رسم شودϕâآوريم آه جهت مثبت آنرا بدست مي

 .هاستxدر جهت دور شدن از قسمت مثبت محور

 ٢٠شكل

شود آه در اين دستگاه مختصات هر سه بردار واحد وابسته به مكان خواهد بوديملاحظه م
Raaaا انتهاي هر بردار در اين دستگاه بردارهايي و Pيعني با تغيير نقطه ˆ,ˆ,ˆ θϕممكن است

Aبراي يك بردار مانند بردار .تغيير بنمايند
r

222

ˆˆˆ

ϕθ

ϕϕθθ

AAAA

aAaAaAA

R

RR

++=

++=
r

توان از حجم ديفرانسيلي آه محصور بين دوبردارهاي ديفرانسيلي طولي و سطحي را مي
θϕ است و محدود در زوايايR+dR وRهايآره هم مرآز با شعاع dd   .باشد بدست آوردمي,

 ٢١شكل

 بنابراين بردار ديفرانسيلي طولي

ϕθ ldldldld R

rrrr
++= 
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١١

ϕθϕϕθ

θθ

ϕϕϕ

θθθ

dRrddldRald

RddlRdald

dRdldRald RRR

sin,sinˆ

,ˆ
,ˆ

===

==

==

r

r

 :همچنين بردار ديفرانسيلي نرمال به سطح

dRRddsRdRdasd
dRdRdsdRdRasd

RddRdsddRasd

sdsdsdsd

RRR

R

×==
×==
×==

++=

θϕθ
ϕθϕθ

θϕθϕθθ

ϕϕ

θθθ

ϕθ

,ˆ
sin,sinˆ

sin,sinˆ 2

r

r

r

rrrr

 

ϕθθبراي آميت اسكالر ديفرانسيلي حجم ddRdRdv sin2=آه از حاصل ضرب سه بعد

dRRddR ,,sin θϕθحاصل شده است .  

  ٢٢شكل

هت عمود بر هم بصورتهاي داخلي و خارجي بردارهاي واحد سه جدر اين مختصات نيز ضرب

 .آيندزير بدست مي

θϕϕθϕθ

ϕθϕθ

ϕϕθθ

aaaaaaaaa
aaaaaa
aaaaaa

RRR

RR

RR

ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ
0ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆ
1ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆ

=×=×=×

===

===

 

مكان هندسي پارامترهاي ثابت در اين دستگاه مختصات طبق تعاريف قبلي بصورت زير بدست

  .آيندمي

   بمرآز مبدأ مختصاتkاي خواهد بود به شعاع آرهR=kبراي

  . واقع در مبدأ مختصات آه داراي ابعاد بينهايت است Kسمخروط واروني با زاويه رأk=θبراي
هاست آه درz محدود به محور واي، نيم صفحه بينهايتمشابه مختصات استوانهk=ϕبراي

  .قرار گرفته استk=ϕزاويه

 ٢٣شكل
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١٢

 آروي به يكديگر وايتبديل مختصات مستطيلي، استوانه

اي آه در دستگاه مختصات نمايش داده شده است دراهي اوقات بايستي مختصات نقطهگ

دستگاه ديگري بيان شود و يا نمايش تحليلي بردار را در مختصات ديگري ارائه شود آه

اند آهترين علت جمع و يا ترآيب دو برداري است آه در دستگاه مختصاتي ارائه شدهعمده
θϕ                                             :  مكان هستند يعنيبردارهاي واحد آنها تابع aaaa Rr ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

 .هاي مختلف در يك دستگاه به دستگاه ديگر استبنابراين نيازمند تبديل پارامترها و مؤلفه

  اي به مستطيلي و برعكستبديل مختصات استوانه-

 :اي به مستطيليتبديل متغير يا پارامترهاي مختصات استوانه

zz
ry
rx

=
=
=

ϕ
ϕ

sin
cos

 :برعكس

zz
x

y
yxr

=

=

+=

−1

22

tanϕ 

zzyyxxاگر                                                                                      aAaAaAA ˆˆˆ ++=
r

rzاي بايدمختصات استوانهبراي رسيدن به نمايش اين بردار در AAA ,, ϕرا بدست آورد. 

AaAAaAAaA  :بنابراين zzrr

rvr
.ˆ,.ˆ,.ˆ === ϕϕ

zrzyryxrx

zzyyxxrr

aaAaaAaaA
aAaAaAaA

ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆ
)ˆˆˆ.(ˆ

++=

++=

( )
0ˆ.ˆ

sin90cosˆ.ˆ
cos11ˆ.ˆ

=

=−=
××=

zr

yr

xr

aa

aa
aa

ϕϕ
ϕ

 

( )

1ˆ.ˆ,0ˆ.ˆˆ.ˆ
0ˆ.ˆ
cosˆ.ˆ

sin90cosˆ.ˆ

===

=

=

−=+=

zzyzxz

z

y

x

aaaaaa
aa

aa
aa

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕϕ
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١٣

 :اي هماتريس تبديل مختصات مستطيلي به استوان
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

z

y

x

z

r

A

A

A

A

100
0cossin
0sincos

ϕϕ
ϕϕ

ϕ

:اي به مستطيليماتريس تبديل مختصات استوانه:و برعكس
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

z

r

z

y

x

A
A
A

A
A
A

ϕϕϕ
ϕϕ

100
0cossin
0sincos

A مطلوبست نمايش بردار:مثال
r

 :در مختصات مستطيلي
5ˆ2ˆcos3ˆ zr araaA +−= ϕϕ

r

==−= cos3,5,2 بنابراين zr ArAA ϕϕ

 :روش اول
( )

( )

5.ˆ

cos2cossin3.ˆ
sin2cos302sincos3cos

ˆ.ˆ2ˆ.ˆcos3ˆ.ˆ
5ˆ2ˆcos3ˆ.ˆ.ˆ

2

==

−==

+=+−−×=

+−=

+−==

AaA

rAaA

rr

aaraaaa
araaaAaA

zz

yy

zxxyx

zrxxx

r

r

r

ϕϕϕ

ϕϕϕϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

 

 :آنيمهاي بدست آمده را به مختصات مستطيلي تبديل ميسپس پارامترهاي موجود در مؤلفه

x
yx

xyx
yx

x
yx

yAy
yx

xA yzx 2323,23 2222222

2

−
+

=−
+

×
+

=+
+

=

 ˆ23ˆ23ˆ5  :بنابراين
2222

2

zyx ax
yx

xyay
yx

xaA +⎟
⎠
⎟
⎞

⎜
⎝
⎜
⎛

−
+

+⎟
⎠
⎟
⎞

⎜
⎝
⎜
⎛

+
+

=
r

 :روش دوم

 : استفاده از ضرب ماتريسي
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5
cos2cossin3

sin2cos3

5
2

cos3 

100
0cossin
0sincos 2

ϕϕϕ
ϕϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

r
r

r
A
A
A

z

y

x

 .آه همان نتيجه روش قبل است
zyx مطلوبست نمايش بردار مكان:تمرين azayaxR ˆˆˆ ++=

r
ايدر دستگاه مختصات استوانه

  و برعكستبديل متغيرهاي مختصات آروي به مستطيلي-

 تبديل متغيرهاي مختصات آروي به مستطيلي

θ
ϕθ
θθ

cos
sinsin
cossin 

Rz
Ry
Rx

=
=
=
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١٤

zyxR 2: برعكس ++=

x
y

zyx
z

1

222

1

tan

cos

−=

++
=

ϕ

θ

 با توجه به شكل

( ) ϕθθ cossinˆ.ˆ90cosˆ.ˆ ×=−= xrxR aaaa 

 :ماتريس تبديل مختصات مستطيلي به آروي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

z

y

xR

A
A
A

A
A
A

0cossin
sinsincoscoscos

cossinsincossin

ϕϕ
θϕθϕθ
θϕθϕθ

ϕ

θ

 : مستطيليبهماتريس تبديل مختصات آروي: و برعكس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ϕ

θ

θθ
ϕϕθϕθ
ϕϕθϕθ

A
A
A

A
A
A R

z

y

x

0sincos
cossincossinsin
sincoscoscossin

  :مثال

 :بردار مكان يك نقطه آلي در مختصات آروي را بدست آوريد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−
−+
++

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++=

0cossin
sinsincoscoscos
cossinsincossin

0cossin
sinsincoscoscos

cossinsincossin

ˆˆˆ

ϕϕ
θϕθϕθ
θϕθϕθ

ϕϕ
θϕθϕθ
θϕθϕθ

ϕ

θ

ϕ

θ

yx
zyy
zyx

A
A
A

z
y
x

A
A
A

azayaxA

R

R

zyx

r

RR
RR

RR
RRR

zyxAR

=+=

+=

++=

++=

++=

)cos(sin
cossin

cos)sin(cossin
cossinsincossin

cossinsincossin

22

22

2222

22222

θθ

θθ

θϕϕθ

θϕθϕθ

ϕθϕθ
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١٥

== 0,0 و به همين ترتيب

RaRA :بنابراين ˆ=
r

RA و يا
rr

=

 :اي و برعكستبديل مختصات آروي به استوانه-

 :شوداين تبديل بندرت استفاده مي

  تبديل پارمترها

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

θ

ϕϕ
θ

cos

sin

Rz

Rr

⎪⎩
⎪

⎪
⎨
⎪
⎧

=
+

=

+=
−

ϕϕ

θ
22

1

22

cos
zr

z
zrR

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ϕ

θϕϕ

ϕ

θ

θθ

θθ
θθ
θθ

A
A
A

A
A
A

A
A
A

A
A
A R

z

r

z

rR

0sincos
100
0cossin

,
010

sin0cos
cos0sin

  انتگرال گيري

 :باشند عبارتند از بردارها مي ارتباط بادرهائي آهانتگرال

( ) ( ) ( ) ( ) zc czycxc zzyyxxc

c

v

s

c

dzyxfadyzyxfadxzyxfadadadaflfd

lfd

dvF

sdF

ldF

∫ ∫∫∫∫
∫
∫
∫
∫

++=+++= ,,ˆ,,ˆ,,ˆˆˆˆ

.

.

v

v

r

vr

vr

∫گرال اولتانگيري، دواما مهمترين انتگرال ldF
vr

∫و. sdF vr
 انتگرال خطي وماست آه بترتيب بنا.

  .بريمانتگرال سطحي از آن نام مي

 Line Integralانتگرال خطي
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١٦

∫بعنوان مثال
B

Ac

ldF
vr

.گيردبصورت زير انجام مي Cي مانندريسروي م.

Fبراي محاسبه آن در هر نقطه، مؤلفه
r

)را آه مماس بر منحني د رآن نقطه است )αcosFرا

  .آنيمضرب ميdlبدست آورده در طول

ldFآه همان مفهوم
vr

dlFگيري تابع اسكالريجه انتگرالاست و نت. αcosاز نقطهA تا Bخواهد 

  .بود

∫
B

A
dlF αcos

F چنانچه بردار:مفهوم انتگرال خطي
v

 نيروي وارد بر جسمي باشد، اين انتگرال ميزان آار

تواند متناسب با انرژياشد آه ميب مي B بهA از نقطه Cلازم براي حرآت جسم روي مسير
c∫ .لازم براي عمليات فوق باشد dlF.

r

F براي بردار داده شده:مثال
r

∫مطلوبست محاسبه انتگرال خطي
B

A
ldF
vr

در امتداد يك چهارم.

 .در شكل نشان داده شده است آه٣دايره به شعاع

0
3
0

:
0
0
3

:,2ˆˆ BAxaxyaF y  
r

x −=

  در مختصات مستطيلي:روش اول

xdyxydxdlF

dzadyadxadl zyx

2.

ˆˆˆ

−=

++=
r

+=≥≥ 3,0,922 ٣به شعاعاي دايره:معادله مسير yxyx

xyyx 9,9 22       :     هر دو مثبتy وxو چون مسير در ربع اول است −=−=⇒

 :بنابراين

( )

( ) ( )219sin999
3
1

929

22.

3

0

12
0

3

2
32

0 

3

3 

0

22

π+−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−=

−−−=

−=−=

−

∫ ∫
∫ ∫∫ ∫

x
yyyx

dyydyxx

xdyxydxydyxydxldF
B

A

B

A

B

A

B

A

vr

 

 اي در مختصات استوانه:دومروش

( ) ( )
dzardadrald

xxyaxxyaF

x
xy

F
F
F

zr

r

z

r

ˆˆˆ

cos2sinˆsin2cosˆ

0
2

100
0cossin
0sincos

++=

+−−=⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ

v

r
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١٧

 ٠=dz و٠=dr قرار دارد به نحوي آه٣=r و٠=zمسير در موقعيت
ϕϕ  بنابراين dald

r
3ˆ

3 
≡

=

v
.dlFدر نتيجه در محاسبه  

r
 .آارساز خواهد بودϕFتنها مؤلفه

 :جايگزين آردهϕF درϕsin3=y وϕcos3=xهمچنين

( )∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+−=

B

A
ddlF

2
19cos6cossin93. 2 

0

22 πϕϕϕϕ
πr

Surface Integralانتگرال سطحي
s∫    :باشدطريقه نمايش بصورت روبرو مي dsF.

r

F مؤ لفهتآه بردار عمود بر سطح در جهت خارج از سطح اسsdrو با توجه به تعريف
v

در
)جهت عمود بر سطح را بدست آورده )αcosFدرdsطحآنيم و نهايتاً روي سضرب ميs  

 :گيريمانتگرال مي

Fچنانچه: مفهوم انتگرال سطحي
r

s∫بردار نمايش دهنده يك ميدان باشد انتگرال dsF.
r

آل فلو

Fبردار) شار(
r

   .نمايد خارج مي شود را محاسبه مي S آه از سطح
∫: يش روبرو استفاده مي آنيم باز باشد از نماsچنانچه سطح sdF vv

.

.آيدبا استفاده از قانون دست راست بدست ميsdvجهتاگر سطح باز باشد

آند و انگشت شست را محصور مي S آه سطح باز Cانگشتان دست راست در جهت منحني

.دهدا نشان مي رsdvجهت

s∫ محاسبه:مثال sdF vr
Fروي سطح استوانه داده شده در شكل براي تابع برداري.

r
: 

BZa
r
AaF zr ˆˆ +=

r

∫ ∫∫∫ ++= dsFdsFdsFdsF
s

....
rrrr

جانبي بالاائينپقاعدهسطح قاعده
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آن بر رويپردازيم آه دو نوعگيري ميدر اين قسمت به ارائه سه عمل مشتق: گيريمشتق

الر و ديگري بردار است و نوع سوم مشتق خاصياسكآه نتيجه يكيگيردبردارها صورت مي

  .شود اما نتيجه آن يك بردار خواهد بوداست آه بر روي اسكالر انجام مي

 Divergenceيك تابع برداري) بخش(ديورژانس

  :تعريف

( )
v

sdF

v
FFdiv s

∆→∆
=∇= ∫

rr
rr .

0
lim

.. 

 .دگردبنابراين ديورژانس يك تابع برداري با فلوي خروجي از هر متر مكعب برابر مي
 ديورژانس در دستگاههاي مختصات متعامدمحاسبةنظر آردن از طريقه عمليات،با صرف

  .معرفي شده بصورت زير خواهد بود

 در دستگاه مستطيلي
z

F
y

F
x
F

F zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∂=∇
r

. 

) ايدر دستگاه استوانه )
z

FF
r

rF
rr

F z
r ∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

=∇
ϕ
ϕ11.

r
 

) در دستگاه آروي ) ( )
ϕθθθ
ϕ

θ ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇
F

R
F

R
FR

RR
F R sin

1sin
sin
11. 2

2

r
 

V اگر:آاربرد
r

الي چگالي حجمي آن سρال در هر نقطه باشد وي سرعت حرآت يك س

( ) 0=∇• vprفلوي(پذيري است يعني شارال غير قابل تراآمي آن خواهد بود آه س به مفهوم(

خارج شده از آن سطح برابر است وه به يك سطح بسته همواره با فلويجرم وارد شد
( ) 0〉∇• vprنشان دهنده يك مادة قابل انفجار و بعنوان منبع source( ) ⋅〈∇• 0vprبراي يك فرآيند 

 . استsinkدهد و بعنوان حفره و گودالم پذير نتيجه ميتراآ
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١٩

 Curlيك تابع برداري) پيچش(آرل
)      :تعريف ) FFcurl

vv
×∇=

( )
s

ldF

s
aFF c

ss ∆→∆
=×∇=×∇ ∫

vv
vv

0
lim

ˆ).(

Fمشخص است آه چنانچهبا توجه به تعريف فوق
r

 عمود باشد و يا∆s بر روي سطح
Fتصويري نداشته باشد مؤلفه آرل

r
ي نداردش وجود ندارد و يا بعبارتي چرخsâدر جهت

بنابراين مؤلفه آرل هر بردار در هر جهت.  برابر صفر استsâيعني پيچش اين بردار در جهت

 .معياري از چرخش خطوط ميدان برداري فوق در صفحه عمود بر آن جهت است
sâتواندميxyz aaa . يا هر جهت ديگر باشدˆ,ˆ,ˆ

 در مختصات مستطيلي
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اي استوانهدر مختصات

zr

zr

FrFF
zr

araa

r
F

ϕ

ϕ

ϕ ∂
∂

∂
∂

∂
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در مختصات آروي 

ϕθ

ϕθ

ϕθ

θ

θ
FRRFF

R

RaRaa

R
F

R

R

sin

sinˆˆˆ

sin
1

2 ∂
∂

∂
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∂
∂

=×∇
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 Gradient) شيب(يانادگر
باشد و جهتش درير مكان ميگراديان بزرگترين مقدار مشتق يك تابع اسكالر نسبت به تغي

باشد بنابراينافتد ميهمان سمتي آه بزرگترين مقدار مشتق نسبت به تغيير مكان اتفاق مي

directional derivative .گراديان يك مشتق گيري جهتي است
  :را در نظر بگيريدφبراي درك مفهوم گراديان تابع اسكالر

12 φφφ

φ

−=∆
∆
∆

l

آمترين مقدار باشد،∆lاگر
l∆

∆φ
را خواهد داشت براي محاسبه) مشتق( بزرگترين تغييرات

nlبيشترين تعييرات بايد  :  شود∆=∆
nl ∆

∆
=

∆
∆ φφ

max

)يعني ) na
dn
dgrad ˆφφφ =∇=

در مختصات مستطيلي  
z

a
y

a
x

a zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
φφφφ ˆˆˆ
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٢٠

 در مختصات استوانه اي 
r

aar ∂
∂

∂∂
∂

=∇
φφφφ φˆˆ

 در مختصات آروي  
ϕ
φ

θθ
φφφ ϕθ ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇
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1ˆ1ˆˆ 

R
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R
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 قضايائي بر روي توابع برداري

)) Null( فضاي صفر- ) 0.

0

=×∇∇

=∇×∇

F
r

φ

  )ديورژانس(قضيه گاوس-

 . استv آه شامل حجمsبراي هر سطح بسته

∫ ∫=∇
v s

sdFdvF rrr
..

Stokes قضيه استوآس-
∫ . استs آه شامل سطح بازcبراي هر مسير بسته ∫=×∇

s c
dlFdsF ..

rr

Helmholtz قضيه هلمهولتس-

با توجه به شكل رياضي اين قضيه در محيط نامحدود

( ) ( ) ( ) vd
RR
RFvd

RR
RFRF

vv
′

′−

′×∇′
×∇+′

′−

′∇′
−∇= ∫∫ rr

rr

rr

rr
rr

ππ 44
.

) ديورژانس و آرل(شود آه هر ميدان برداري توسط پخشش و پيچشاين قضيه چنين بيان مي

Fشود يعني براي مشخص آردن آامل ميدانميدان آاملاٌ مشخص مي
r

 فقط نياز به داشتن

F
r

F و∇×
r

. است∇.

توان بصورت مجموع گراديان يك تابع اسكالر و يك ميدان برداري يا تابع برداري را مي:بيان ديگر

AVFآرل يك تابع برداري نوشت   
rr

×∇+−∇=  

 .خر فصل ارائه خواهد شدهاي آاربردي قضاياي فوق در آمثال

  مشتقات مرتبه بالاتر

 :باشدعلاوه بر قضاياي صفر، لاپلاسين نيز يك مشتق از مرتبه بالاتر مي
( )φφ ∇∇=∇ .2

 مثلاً در مختصات مستطيلي
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2 ايدر مختصات استوانه

2

2

2 

2
2 11

z
d

rr
r

rr ∂
∂

+
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=∇
φ

ϕ
φφφ 

www.Jozve.org

www.Jozve.org

Physicsclass.blogsky.com
telegram.me/Fizikclass



 فصل اول الکترومغناطيس 
 -- -- -- -- -- -- -- --- - -- -- -- --- - ---

٢١

2 در مختصات آروي 
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 نوع ديگر مشتقات از درجه بالاتر
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 گيريبرخي روابط مشتق-
( )
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( ) BABA
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×∇+×∇=+×∇
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φφφ

φφφ

٢هايبه شعاع) در مبدأ مختصات( آره هم مرآزيك ابر الكتروني در ناحية بين دو:١مثال

3 سانتيمتر داراي چگالي بار٥و
2

4

8

cos 10 3 
m

c
R

φρ
−×−

اند مطلوبست مستقر شده=

 .محاسبه آل بار محصور شده در اين ناحيه
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KRaFبراي تابع برداري داده شده:٢مثال Rˆ=
r

ژانس براييين آنيدآه آيا قضيه ديورع، ت

1RRهاي آروي درناحيه محصور شده توسط سطح 2RRو= نحويكه  (= RR 12به هم) 〈

باشد؟مرآز در مبدأ مختصات همانطور آه در شكل نشان داده شده است، صادق مي

)k عدد ثابت (  

∫ ∫ ∫+=
s s s

sdFsdFdsF
2 1
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www.Jozve.org

www.Jozve.org

Physicsclass.blogsky.com
telegram.me/Fizikclass



 فصل اول الکترومغناطيس 
 -- -- -- -- -- -- -- --- - -- -- -- --- - ---

٢٢

( ) ( )

( ) ( ) 3 
2

2 
220

2

0

2 
2222

3 
1

2 
1100

2 
1111

4sinˆ.ˆ.

sinˆ,:

4)sinˆ.(ˆ.

sinˆ,:

2

1

KRddRaaKRsdF

ddRasdsdRRS

KRddRaaKRdsF

ddRasdsdRRS

RRs

RR

RRs

RR

πϕθθ

ϕθθ

πϕθθ

ϕθθ

ππ

ππ

==

===

−=−=

−=−==

∫∫ ∫

∫∫ ∫

rr

rv

r

rr

) بنابراين )3 
1

3 
24. RRksdF

s

−=∫ πrr

 اما

( ) ( )

( ) ( )

∫ ∫

∫∫∫ ∫

∇=⇒

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −==∇

=
∂
∂

=++
∂
∂

=∇

s v

dv

R

R
v

R

dvFsdF

RRkRRkddRdRKdvF

KKR
RR

FR
RR

F

rrr

44 344 21

r

r

..

4
3

43sin3.

31001.

3 
1

3 
2

3 
1

3 
2

2

0

2

0

3
2

2
2

2

1

ππϕθθ
ππ

   :٣مثال
xaxyaFبراي بردار داده شد yx 2ˆˆ −=

r
 صحت قضيه استوآس روي يك ربع ديسك به شعاع

 .ع اول دستگاه مختصات قرار دارد را بررسي آنيد آه در ناحي٣
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 اي محاسبه در مختصات استوانه:روش ديگر
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١

 فصل دوم

 Static Electric Fieldsهاي الكتريكي ساآنميدان

كتريكي ساآن نيروي جاذبه يا دافعه بين بارهاي الكتريكيهاي البناي قوانين حاآم بر ميدانم

  .باشد آه همان قانون آولمب استمي

هايتاًت و نربتالس، گيل: اندهاي علمي انجام دادهافرادي آه در اين زمينه مطالعات و بررسي

هاي دقيقي روي اين نيرو انجامگيريباشد آه توانست اندازهافسر فرانسوي بنام آولمب مي

  .دهد

  Free space) خلاء(قانون آولمب در فضاي آزاد
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  الكتريكي در فضاي خاليميدان الكتريكي و شدت ميدان
ميدان(دهدوجود يك بار الكتريكي در فضا، به تمام نقاط آن فضا خاصيتي الكتريكي مي
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 محاسبه شدت ميدان الكتريكي ناشي از يك بار خطي به طول نامحدود، مستقيم با:مثال
   در فضاي خلاءlρچگالي بار يكنواخت

Eتوان پيش بيني آرد آهمي
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از مستقل اندازه نظر جهتϕ,zاز در تنها و بهrâاست وابسته صرفاً و دارد مؤلفه

منبع)عمومي(فاصله خطي(از )r(است)بار
چون آه آرد توجه بهrâبايد جهتميϕوابسته Eباشد،

v
به بودϕوابسته .خواهد

صفحهتع:مثال بار يك از ناشي الكتريكي ميدان شدت بييين مسطح، چگالياي با و نهايت
.sρيكسان

موقعيت در را محدود را صفحه حل مي)yzصفحه(٠=xبراي .دهيمقرار

جهت دو در پسيمنامحدودz , yچون Eباشد
v

جهت در داردxتنها .مؤلفه
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Eترين نقطه براي محاسبهساده
v

 نقطه
0
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Pاي روي محور يعني نقطهxهاست. 
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 .اي آه شدت ميدان بدست خواهد آمد نداردبه موقعيت نقطهآه هيچگونه وابستگي

  اينامحدود بودن ابعاد بار صفحه: دليل
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 فلوي ميدان الكتريكي و قانون گاوس

 آندرا محاسبه مي سطحالكتريكي خارج شده از

∫s sdE rv
.

Eآه ميدان) بار الكتريكي(چنانچه اين سطح آل منابع
v

را بوجود آورده را شامل شود اين

 آنرا احاطه آردهsانتگرال متناسب بار آل بار الكتريكي محصور شده در حجمي آه سطح

   .خواهد بود
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  . استsسطح

 اي واقع در مرآز مختصاتك بار نقطهيبعوان مثال براي

 : براي يك سطح گاوسي آروي
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  .روي آن سطح ثابت باشد
mطي بطول نا محدود و به چگالي بار خ:مثال

c
lρروي محورzها قرار دارد مطلوبست شدت

  .ميدان الكتريكي در هر نقطه

 و با محور منطبق باr و با شعاع قاعده برابر باLاي به طول استوانه:انتخاب سطح گاوسي
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∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
++=

′=

s

s v

sdEsdEsdEsdE

vdsdE

321

0

....

1.

vvvvv

vv
ρ

ε

   سطح جانبي      قاعده بالا         قاعده پائين    

∫ ∫ == rLEsdEsdE π2. 1
vrv

  سطح جانبي

www.Jozve.org

www.Jozve.org

Physicsclass.blogsky.com
telegram.me/Fizikclass



    الکترومغناطيس                                                                                                                                               فصل دوم
- -- --- -- -- -- -- -- -                                                                                                                                            -- -- -- --- - --  

٧
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 )معادله اول ماآسول(شكل ديفرانسيلي قانون گاوس
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Electric potentialريكيتابع پتانسيل الكت

دانيم آه شدت ميدان الكتريكي با نيروي وارد بر يك بار الكتريكي آه در آن ميدان قرارمي

گيرد رابطه دارد پتانسيل الكتريكي با ميزان انرژي لازم براي آنكه يك بار الكتريكي ازمي

  .اي به نقطه ديگر حرآت آند رابطه داردنقطه

 واقع است و توليد يك ميدان در همه فضاي خالي′R را آه در نقطهqاي هبنابراين اگر بار نقط
1R از نقطهqtآند در نظر بگيريم، مقدار انرژي لازم براي حرآت دادن يك بارمي

v
2R به نقطه

v

  .آنيمخواهيم محاسبه را ميcروي مسير
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3
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  . ندارد و تنها تابع نقاط ابتدائي و انتهائي استc بستگي به مسيرWپس
( ) ( )[ ] VqRvRvqW tt ∆=−= 12

rv
  

از نقطه اي به نقطه ديگر با حاصلضرب اختلاف پتانسيلtqبنابراين انرژي لازم براي تغيير مكان

  . مساويستtqدو نقطه فوق در بار
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Rپتانسيل نقطه
v

′R در نقطهqبار الكتريكيبه دليل وجود
v

C واحد
Jيا Volt  

                                                   بار الكتريكي نقطه ايNبراي
RR

qRV
N

i ′−
= ∑
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                      براي يك بار پيوسته                                           
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)()(  

واقع باشد ، تابع پتانسيل را در هر نقطه در) ١و٢و٣( آولمبي در−10 7 اگر بار نقطه اي:مثال

  .فضاي خالي به دست آوريد
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3 با پيوسته با چگالي:مثال
710 m

cR−متر قرار دارد پتانسيل را١ از مبداء مختصات تا شعاع 
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Eبنابراين تا آنون سه روش براي محاسبه*
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  .قابل دسترس است
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VE شكل انتگرالي رابطه- −∇=
v

)                          : عبارتست از ) ( ) ∫−=− 2

1

.12

P

P
ldEPVPV
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  دوم ماآسول در ميدان ساآن) معادله(قانون-
):                                                                            چون ) ( ) 0=∇×−∇=∇−×∇ VV  

∇×=0:                                                                                                بنابراين E
v

  
∫:                                                                و شكل انتگرالي آن ∫ ==×∇

s c
ldEsdE 0..
vvvv

  

بعبارتي چنانچه بار الكتريكي در يك ميدان الكتريكي ساآن در يك مسير بسته گردش نمايد

ه انرژي از ميدان آسب و هيچگونههيچگون) گيري يكي باشدنقطه شروع و اتمام انتگرال(

اي فوق را آنزرواتيوهشود يعني انرژي ذخيره شده ثابت است و ميدانانرژي به ميدان داده نمي

) Conservation (يا پايستار گويند.  

 گرديد و در نتيجه اين ميدان طبقه بنابراين آرل و ديورژانس ميدان الكتريكي ساآن محاسب-

  .مشخص شده است آاملاًسلتوه هلمقضيه
. در دست استlρها با چگالي يكنواختz بر روي محورL منبع بار خطي به طول:مثال

الكتريكي نقاط مستقر در امتدادپتانسيلمطلوبست محاسبه شدت ميدان الكتريكي و تابع

  :اين بار خطي
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 bاي با شعاعدان الكتريكي بر روي محور يك ديسك دايره مطلوبست محاسبه شدت مي:مثال
  . روي آن توزيع شده استsρآه بار يكنواخت سطحي به چگالي
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  ها در ميدان الكتريكي ساآنحضور هادي

ي را در نظر بگيريم، روشن است آه هيچ اختلاف پتانسيلي بين آليهچنانچه يك جسم هاد

VEنقاط آن وجود ندارد و هادي در يك سطح پتانسيل ثابت قرار دارد بنابراين با توجه به −∇=
v

  .شدت ميدان در جسم هادي صفر خواهد بود

وجود داشته باشد، ايناز طرفي چنانچه در جسم هادي شدت ميدان الكتريكي غير صفري

موجود در هادي آرده و در نتيجه تجمع) الكترونها(ميدان سبب اعمال نيرو به بارهاي الكتريكي

نام منفي در يك طرف و بارهاي مثبت در طرف ديگر شده يعني ايجاد اختلافبارهاي هم

Eگردد آه خلاف واقع است بنابراينپنانسيل بين اين دو مكان از هادي مي
v

در داخل اجسام

  .هادي صفر خواهد بود

چنانچه يك هادي در يك ميدان الكتريكي خارجي قرار گيرد سبب تغيير توزيع بارهاي موجود در

شود و اگر اين هادي خنثي باشد، توزيع جديد بارها به نحوي خواهد بود آهداخل هادي مي

آورند آه دقيقاً برابر با ميدان خارجي اماني بوجود ميميدان بوجود آمده از اين توزيع جديد ميدا

Eدر خلاف جهت با آن باشند به نحوي آه
v

 آل در داخل هادي صفر شود توزيع بارها بر روي

سطوح هادي بطريقي خواهد شد تا خطوط ميدان در جهت عمود بر اين سطوح قرار گيرند چه

لفه مماسي آرده و همين امر نشان دهنده وجود ميدان غير صفر دردر غير اينصورت ايجاد مؤ

  .شود آه غير ممكن استمي) هاديسطح(هادي
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  Electric Dipole قطبي الكتريكيود

  .اندترآيبي از دو بار الكتريكي مساوي و غير همنام آه بفاصله مشخصي از هم قرار گرفته

d بفاصله-Q وQ+دو بار: بعنوان مثال

  

  محاسبه تابع پتانسيل الكتريكي يك دو قطبي

را بدست) Far zone(در اين قسمت پتانسيل ناشي از يك دو قطبي الكتريكي در ناحيه دور

VEآوريم و با استفاده از رابطهمي −∇=
v

را محاسبه) Far Field(شدت ميدان الكتريكي آن

  .خواهيم آرد

  
  . مختصات را در نظر بگيريديك دو قطبي واقع در مبدأ

اي آلي مانند  محاسبه پتانسيل نقطه
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P جهت بردارElectric Dipole momentگشتاور دو خطي الكتريكي
r

 از بار منفي بطرف بار

E جهتيعني برعكس(مثبت است
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 واقع شده باشد و نه در مبدأ مختصات
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ها در ميدان الكتريكي ساآن و پلاريزاسيونحضور عايق

در اثر اعمال يك ميدان الكتريكي به اتم يا مولكول يك جسم عايق، مرآز بارهاي مثبت و مرآز

  .شوندجا ميد، جابهانبارهاي منفي آه قبل از آن بر روي هم قرار داشته

اين جابجا شدن با فرض اينكه ساختار فوق خنثي است بصورت يك دو قطبي نمود خواهد آرد

+Q) آل بار مثبت (و–Q) آه فاصله) آل بار منفيdگيرند از هم قرار مي.  

Eشدت
v

  . رها شدنداي نيست آه بارهاي منفي آه در قيد ساختار هستند از آنبه اندازه

 ناشي از ميدانFEو) Q-( ناشي از بارهاي منفي−QFشودوارد مي) Q+(دو نيرو بر هسته

E
v

 :هاي فوق به تعادل برسند يعنيوآه چون هسته در حال تعادل است بايستي نير

EXePXeEQdFF
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vv
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εε =⇒=⇒=
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Xeشوداسيت الكتريكي عايق ناميده مي ضريب تأثيرپذيري يا حس) .Susceptibility(  

 از تعداد زيادي اتم يا مولكول آن عايق خواهد بود را در نظرلچنانچه يك قطعه عايق آه متشك

بندي و يا اصطلاحاً پلاريزاسيونبگيريم آه در يك ميدان الكتريكي خارجي قرار بگيرد، قطب

آيد آه ايجاد ممانار اتمي با مولكولي عايق بوجود مياتفاق و يا بعبارتي نظم خاصي در ساخت

  .دو قطبي در آن خواهد آرد

Eچون-
v

) deform(آنچنان زياد نيست آه الكترونها از قيد هسته جدا شوند، تغيير شكل

در عايق رخ نخواهد داد و بارها مقيد به ساختار خواهند بود و بهمين دليل آنها را

  . يا بارهاي پلاريزه گويندBound chargeرهاي مقيدبا

Pشود در خلاف جهتبندي بارهاي مقيد، توليد ميدان الكتريكي ميبا قطب-
v

E يا
v

 آه

.سبب خواهد شد شدت ميدان آل از مقدار اوليه آاهش يابد
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هاي پلاريزه محاسبه پتانسيل و شدت ميدان الكتريكي بعلت عايق-
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  .ها تنها مؤلفه عمود وجود دارديعني در مرز هادي
 و شعاع بيرونيiR در مرآز يك پوسته هادي آروي با شعاع داخليQ+اي بار نقطه:مثال
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  oR>R براي ناحيه-
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:oRi<R<Rبراي محاسبه چگالي بار حجمي پلاريزه در فاصله
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را حداآثر شدت ميدان الكتريكي اعمالي به عايق بدون آنكه) ماده(قدرت تحمل عايق:نكته

مولكولي انجام) ساختار(در مورد عايق رخ ندهد و بعبارتي تغيير شكل) Breakdown(شكست
mمعمولاً اين پارامتر را با واحد. نگيرد

vد و مفهوم آن بصورت حداآثر ولتاژ قابلگرد بيان مي

  .روداي با ضخامت مشخص بكار مياعمال به قطعه
m) با فشار اتمسفر(مثلاً قدرت تحمل عايقي هوا

v6103×است و يا براي ميكا Micaبا 

6=rεبرابرm
v610200×ياm

Mv200است، بدين مفهوم آه براي يك قطعه از جنس ميكا با 

MVdEV  حداآثر١cmضخامت 21010200 26
maxmax =××=×= − 

 . مگاولت قابل اعمال به قطعه خواهد بود بدون صدمه رسيدن به آن٢

  Capacitorخازن

دو جسم هادي آه در بين(متصل شوند) منبعي( ولتاژيقطعاتي هستند آه به مجرد آنكه به

 بار مثبت–شود بارهائي روي سطوح اين دو جسم جمع مي)آنها محيط عايقي قرار گرفته

اين قطعه انرژي ميدان الكتريكي را در خود. روي يكي و بار منفي به همان مقدار روي ديگري

انسيل بين دو جسم هادي آن مقدارينسبت بار ذخيره شده به اختلاف پت. آندذخيره مي

اين ظرفيت تنها تابع مشخصات فيزيكي). capacitance(است ثابت آه به آن ظرفيت گويند

 Aمانند يك خازن مسطح با سطح هادي برابر با. هاي الكتريكي مربوطهقطعه است و نه آميت
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 نحوه محاسبه ظرفيت خازني

  مشخص روي دو هادي خازنQ– وQ+ فرض استقرار بار–١
∫ در فضاي بين دو هادي از طريقD تعيين–٢ = QsdD vv

.

 از طريق E محاسبه–٣
ε
DE =

=−∫طريقبين دو هادي از V محاسبه–٤ ldEV
vv

.

بدست آمده در فرمول V جايگزيني–٥
V
Q

 C =

 و Lاي متشكل از دو استوانه هم محور بطولك خازن استوانهيمحاسبه ظرفيت خازني: مثال
)آه فضاي بين آندو از عايقي) b ) b>a وaهاي قاعدهبه شعاع )εپر شده است.

  روي استوانه بيرونيQ– روي استوانه داخلي وQ+ فرض بار–١

a<r<b و شعاع قاعدهLاي به ارتفاع انتخاب سطح گاوسي استوانه–٢
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 انرژي ذخيره شده الكترواستاتيكي

W=QV واقع در ميدان الكتريكي از رابطهQايدانيم آه آار لازم براي حرآت يك بار نقطهمي

آيد اگر نقطه است بدست ميQانتهائي و ابتدائي بار) مكان( اختلاف پتانسيل بين نقطه Vآه

 پتانسيل Vدر نظر گرفته باشيم) بدأ پتانسيل صفر در بينهايتيا م(ابتدائي در بينهايت دور

  .شود خواهد بود اين ميزان آار مذآور بصورت انرژي در سيستم ذخيره ميQرنقطه نهائي با

) آار(گيريم، ميزان انرژياند را در نظر مي بار گسسته را آه در فضائي مستقر شدهNحال

  .شود زير محاسبه ميرارا بقي استقرار اين بارهراذخيره شده ب
1R را از بينهايت به مكانq١شود آه هيچگونه باري وجود ندارد و بارابتدا فرض مي

v
  . آورده شود
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=+++− ... qN1,21و نهايتاً براي آوردن بار NNNNNNNN VqVqVqWe  

1,323313212 بنابراين
1

...0 −
=

+++++== ∑ NNN

N

i
i VqVqVqVqWeWeآل  

اما از طرفي

121
21

2
1

12

1
2212 44 

Vq
RR

qq
RR

qqVq =
−

=
−

= vvvv
πεπε

jijiji      و بطور آلي VqV  q =

 :توان نوشتبنابراين مي

NNNNNN VqVqVqWe

VqVqWe
VqWe

,112211

2321313

1212

...
...

−−+++=

+=
=

NNNو  VqVqVqWe   آل=++++−− 0 ... 11131121,

 : آل دو رابطه مربوطه در بالا را با هم جمع آنيمWeچنانچه

1,21

22241232212

11141132121

...
...

...
...2

−+++
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++++=

NNNNNNN

N

N

VqVqVq

VqVqVqVq
VqVqVqVqWe

 :يا
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( )

( )121

223212

113121
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+++=
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N

VVVq

VVVq
VVVqWe
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∑ را بصورت V١حال اگر
=

=
N

i
iVV

2
1Rتعريف آنيم آه مجموع پتانسيل نقطه11

v
ناشي تمام منابع

( )23 ,,..., qqqNاست و بطور آلي: 

∑
≠
=

=
N

i
kiK

ki

VV
1

qkجزام ناشي از تمام بارهاي موجود بهkپتانسيل نقطه = 

i

N

i
i

NN

VqWe

VqVqVqWe

∑
=

=

+++=

1

2211

2
1

...2

 Pو براي يك توزيع بار پيوسته حجمي به چگالي

( ) ( ) VdRVRWe
V

′′′= ∫
vv

ρ
2
1

 :توان ثابت آرد آهمي

vdDEVdDvdEWe

vdEDWe
v

′=′=′=

′=

∫∫∫

∫

2
1

2
1

2
1

.
2
1

2
2

ε
ε

vv

   الكترواستاتيكنيروي

 براي يك سيستم بسته طبق اصل بقاء انرژي-

WeW
WeW
∆−=∆

=∆+∆ 0
 

 :شودمي∆l آه سبب جابجائيFميزان انرژي تغيير يافته بدليل اعمال نيروي

WeF
l

WeF

l
WF

lFW

cteQ −∇=⇒
∆
∆

−=⇒

∆
∆

=

∆=∆

=

v

يك منبع(بيرون روي صفحات آن ذخيره شده و اتصالي باQ– وQ+يك خازن آه بار: مانند

  : ثابت است و در نتيجه يك سيستم بسته را بوجود آورده بنابراينQندارد يعني) بيروني

)
2
1(

2

C
QWF cteQecteQ −∇=−∇= ==

v
 

x
AC ε=

مجازي( ntdisplacemevirtualdx)جابجائي =
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A
QF

A
xQ

dx
d

c
Q

dx

x

z
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ε
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22

2
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22
1,0

−=

⎟
⎠
⎟
⎞

⎜
⎝
⎜
⎛

−=⎟
⎠
⎞

WeW   براي يك سيستم باز- ∆=∆ 

بنابراين

ecteV WF
l

We
l

WFlFW

∇=
∆
∆

=
∆
∆

=⇒∆=∆

=

v

 متصل گشته است و هز تغيير در انرژي موجود ازVمانند يك خازن آه به منبعي با ولتاژ ثابت

  .شودمنبع تأمين مي

( )

A
Q

A
CV

Ax
AVF

x
AV

x
A

dx
dVcv

dx
dF

x
ACcVWF

x

x

ecteV

εεε
ε

εε

ε

222

2

22 
2

2

22
2

2

2
1

2
1

2
1

222
1

)
2
1(

−=−=−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

=∇=∇==

v

  .بل استآه همان جواب حالت ق

 در خصوص وضعيت خطوط ميدان در يك خازن چنانچه فاصله بين دو هادي نسبت به:نكته

ساير ابعاد خازن آوچك نباشد، ميدان در فضاهاي بين دو هادي يكنواخت نخواهد بود و ميدان

در رفتگي پيدا خواهد آرد يعني خطوط ميدان در نقاط آناري نسبت به نقاط مياني قطعه

 ف خواهد داشت آه به اين ميانحرا) خازن(

 )فوران ميدان( گويندFringing Fieldدان
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  فصل سوم

  

  Solution of Electrostatic problemsحل مسائل الكترواستاتيك
  

در) حل مسئله ميزان الكتريكي ساآن(تاآنون سه روش محاسبه شدت ميدان الكترويكي

  .شودهاي ديگري ارائه ميها و تكنيكدر اين فصل روش. فصل قبل ارائه و بررس گرديد

  معادلات لاپلاس و پواسون

ε
ρ=∇ E

r
0  

VE −∇=
r

 

ε
ρ=−∇∇ )(0 V  

ε
ρ−=∇∇ )(0 V  

Poisson Equation                                                        εمعادله پواسون
ρ−=∇ V2

  ) ولتاژ ناهمگن٢معادله ديفرانسيل درجه(
 .باشدρ=0هستيمباشد و در صدد محاسبه آن مجهول مي٧نظر آهنانچه در محيط موردچ

∇   = Laplace Equation02                                                                 معادله لاپلاس V

                                              )              ولتاژ همگن٢معادله ديفرانسيل درجه(

وي آه پتانسيل صفحهحنبازنخ مطلوبست محاسبه تابع پتانسيل بين صفحات يك:مثال
  .شوددر لبه خازن صرفنظر مياز فوران ميدان. قرار دارد0Vدر پتانسيلپايين صفر و صفحه بالا

  
02 =   ∇ V

02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
V

y
V

x
V

  

21112

2

0

0

czcVdzcdVc
dz
dV

dz
Vd

y
V

x
V

+=⇒=⇒=⇒=

=
∂
∂

=
∂
∂

  

00)0()0(00 221 =⇒=+==⇒=⇒= ccczVVz  

d
V

cVcdcdzVVVdz 0
10110 )()( =⇒=+==⇒=⇒=  

z:                                                                                        بنابراين
d
V

zyxV 0),,   ( =

اي به چگالي چنانچه بار حجمي پيوسته:مثال
b
R

0ρتا فاصله bاز مبدأ مختصات در فضاي 

0εεآزاد  مستقر باشد، مطلوب است محاسبه تابع پتانسيل و شدت ميدان در آليه نقاط=

  فضا با استفاده از معادلات لاپلاس يا پواسون
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0: =< ρbR  

0,0 11
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∂
∂
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0)(1 12
2 ⇒ =

dR
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dR
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R

0)( 12 =
dR
dV

R
dR
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1
12 c

dR
dV

R =  

2
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12
11

R
c

dR
dV

EVE
R
c

dR
dV

−=−=⇒−∇=→=
r

 

dR
R
c

dV 2
1 

1 =  

2
1

1 c
R
c

V +−=  

b
RbR 0:0 ρρ =≤≤  

0,2
2 =

∂
∂

=
∂
∂

−=∇
θϕε
VVpV  

b
R

dR
dVR

dR
d

R 0
0

0

22
2 )(1

ε
ρ

ε
ρ

−=−=⇒  

dR
b

R
dR
dV

Rd
0

3

0
22 )( 

ε
ρ−=  

2
1

0

2 
02

21
0

4 
022

44 R
c

b
R

dR
dVEc

b
R

dR
dVR ′−=−=→′+−=

ε
ρ

ε
ρ

 

dR
R
cdR

b
R

dV 2
1

0

2 
0

2 4
′

+−=
ε

ρ
 

2
1

0

3 
0

2 12 
c

R
c

b
R

V ′+
′

−−=
ε

ρ
 

1212 c,c,c,c ′′مجهول هستند .  

  .با اعمال شرايط اوليه يا به عبارتي شرايط مرزي چهار مجهول فوق به دست خواهد آمد

0
0

00 12
1

2 =′⇒′+
′

−−=⇒∞≠⇒= CC
C

VVR  

00 22
1

1 =+=+−=⇒∞≠⇒∞→
∞→

CC
R
CVVR

R

  )نهايتبا انتخاب مبدأ پتانسيل صفر در بي(

  بنابراين. بدليل آنكه تابع پتانسيل بايستي يك تابع پيوست باشد
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2
0

3 
01

21 12 
: C

b
b

b
CVVbR ′+−=−⇒==

ε
ρ

 

21همچنين با توجه به آنکه ε=εدر نتيجه:  

( )
0

3
0

1
0

2
01

21 44 ε
ρ

−=⇒
ε

ρ
−=−⇒= =

b
c

b
b

b
cEE bR  

:                                                                             و نهایتاً
0

2
0

0

2
01

2 312 ε
ρ

=
ε

ρ
+−=′

bb
b
c

c  

  :در نتيجه

⎪
⎪
⎩

⎪
⎨
⎪
⎧

=

+−=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎨
⎪
⎧

=

=

R

R

a
b

R
E

b
b

R
V

a
R
b

E

R
b

V

ˆ
4

312

ˆ
4

4

0

2 
0

2

0

2 
0

0

3 
0

2

2 
0

3 
0

1

0

3 
0

1

ε
ρ

ε
ρ

ε
ρ

ε
ρ
ε
ρ

v

v

  

Vادله لاپلاس این نکته حائز اهميت است که تابعع پواسون یا مدر انتخاب معادله: توجه

ر در آنگاهد بود یعنی اوآن هستيم، تعيين کننده خ) حل(مجهول ناحيه ای که در صدد یافتن
باشد معادله لاپلاس و در غير انصورت معادله پواسون مطرح خواهد شد و سایرρ=0ناحيه

تخاب دخيل نمی باشند و تأثيرات سایر نواحی در شرایط مرزی در حل معادلهنواحی در این ان

  .دیفرانسيلی لحاظ خواهد شد
  

  Images Methadروش تصاویر

در یک محيط که شامل یک توزیع بار مشخص در مقابل یک جسم هادی باشد می توان از این

ق استقرار یک بار مجازی بنامی که از طریود به نحوروش برای یافتن تابع پتانسيل استفاده نم

 بتوان جسم هادی را حذف نمود و مسئله را تبدیل به فضای خالی از جسم هادییبار تصویر

و بار مجازی) حقيقی(کرد تا براحتی بتوان پتانسيل را صرفاً با در نظر گرفتن بار اصلی

 کرده و عملوش جسم هادی همانند یک سيستم آینهدر این ر. محاسبه نمود) تصویری(

  .تصویر بار حقيقی بصورت یک بار تصویری در مسئله ظاهر می شود

ــال ــده:مث ــين ش ــت، زم ــادی بينهای ــفحه ه ــل ص ــه ای در مقاب ــار نقط ــت. ب ــفحه در موقعي  ص

z=قرار دارد و بار نقطه ای٠ +Qقطه در ن
d
0
0
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 :z≥0در ناحيه

0

0
2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

zz
v

y
v

x
v
V

 با توجه به نامحدود بودن صفحه هادی و تقارن موجوداما

0=
∂
∂

=
∂
∂

y
v 

x
v

212: بنابراین

2
2 0 czcV

dz
VdV +=⇒==∇

 :اما
( )
( ) 0

000

1

2

=⇒∞≠∞→
=⇒==

czV
czV

00: در نتيجه =≤zv
مشخص است و روش تصاویر را صرفاً برای خارج از این ناحيه بکار میz≥0پس جواب ناحيه

  :٠<zبریم اما در ناحيه

 و درq=-Q در صفحه هادی بينهایت بدست آوریم بار تصویری آن به ميزانQ+چنانچه تصویر بار

موقعيت
d−

0
0

 .مستقر می شود

 .، جسم هادی را حذف می کنيمz=-d درQ–بنابراین با استقرار

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

+
πε

== >
210

0 4
1

R
Q

R
Qz,y,xV z

 اما

( )
( )222

2

222
1

dzyxR

dzyxR

−++=

−++=

: یعنی
( ) ( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−++
−

−++πε
=≥ 222222

0
0

11
4 dzyxdzyx

QV z

–که معادله تأئيد کننده حفظ شرایط مسئله در زمان قبل از حذف هادی و استقرار بار مجازی

Qمی باشد چون :  

V(z=٠)=٠ 
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 محاسبه شدت ميدان
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⎦

⎤
⎢
⎣ ∂

∂
+

∂
+

∂
=−∇=> zyxz a

z
Va

y
a

x
VE ˆˆˆ0

v

  صفحه هادی چگالی بار سطحی القاء شده بر رویبرای تعيين

( )

( )[ ]
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( )[ ]

[ ] ( )2
3 

222
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222
0

2
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2220
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24

2
2

2
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⎥
⎥
⎥
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⎡

+++

+−
−

−++

−−
=

∂
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−=

===

=

==

oo πεπε

πε

εερ

 بنابراین

( )

0
0

2 2
3

22

→ρ⇒∞→
ρ⇒=

+π
−=ρ

s

s

s

r
maxisr

dr

Qd

 

 کل بار توزیع شده روی صفحه هادی

[ ]∫ ∫

∫
π ∞

−=ϕ
+π

−
=

ρ=

2

0 0
2
3

222
Qrdrd 

dr

Qdq

dsq s

  از مرکز کرهD و به فاصلهa بار نقطه ای در مقابل کره هادی زمين شده به شعاع:مثال

 درQ+موقعيت
D
0
0

 . قرار داردمرکز کره در مبدأ مختصات
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ــصویر ــاز تـ ــد بـ ــادی بایـ ــذف هـ ــرای حـ ــتqبـ در موقعيـ
d
0
0

ــه ــوی کـ ــه نحـ ــت بـ ــر گرفـ  در نظـ

V(R=a)=٠  

≥ a  : Rپتانسيل در ناحيه
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 aRV≥=0 :      بنابراین

 :R>aاما برای ناحيه
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2

222
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⎡
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222222
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Dzyx

q

Dzyx

QV
aR πε

 

 با اعمالd وq شود بنابراین برای یافتن دو مجهول٠=V(R=a)با توجه به آنکه باید
2222 azyx =++ير می تواندر رابطه اخqو dبقرار زیر بدست آورید : 

Q
D
aq,

D
ad −==

2

a      واضح است که
D
ad <=

2

Qq در داخل کره مستقر است وqیعنی
D
a 

<⇒< 1

  . استQ تصویر از بار اصلی کوچکتر و مخالف علامتیعنی بار

ها و سيستم نوری بهرهه می توان برای حل برخی از مسائل مشابه، از دیدگاه آین:نکته

 تعيين کرد و سپس هادی را حذفهجست بعبارتی بارهای تصویری را از طریق سيستم آین

  . اجسام هادی بررسی و پارامترها را بدست آورديط را بدونحنمود و م

  Boundary value problemsقدار مرزیمسائل م

٢در این قسمت به حل معادله لاپلاس از دیدگاه ریاضی یعنی حل معادله دیفرانسيل درجه

که∇V2می پردازیم به این مفهوم که) Separation variable(همگن از طریق روش متغير جدا

شامل مشتقات جزئی مرتبه دوم هر سه متغير در هر دستگاه مختصات است را با در نظر

 معادل حاصل ضرب سه تابع تک متغيره می باشد در صدد یافتن آنهاVگرفتن آنکه تابع مجهول
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محدود) مرزهای( توزیع بار تنها روی سطوح آه در فضائی است فوقحل مسئله. خواهيم شد

. آن فضا قرار دارد و پتانسيل در ناحيه بدون بار صدق می کندکننده

  دستگاه مختصات مستطيلیبعنوان مثال در
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ?zZ,?yY,?xX,zZyYxXz,y,xV
z
V 

y
V 

x
VV

?z,y,xV

====

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⇒=∇

=

00 2

2

2

2

2

2
2 

 فوق در معادله لاپلاسVبا جایگزین
( ) ( ) ( ) 02

22

2

2

=++
dZ

zZdXY
dy

yYdXZ
dx

xxdYZ

 که در کليه نقاط فضای مورد نظر مخالف صفر است خواهيمXYZبا تقسيم طرفين بر تابع

  :داشت
( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

==

==

=++

2
2

2

2
2

2

2
2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

0111

z

y

x

Kمقدارثابت
dz

Zd
Z

Kمقدارثابت
dy

Yd
Y

Kمقدارثابت
dx

Xd
X

dz
zZd

Zdy
Yd

Ydx
Xd

X

++= 0222:                                                                                  با شرط zyx KKK  

ها مثبت، منفی و یا صفر باشند جوابهای هر یک از سه معادله دیفرانسيل2Kبسته به آنگه

  : تک متغيره بصورت زیر خواهد بود همگن٢درجه

( )
( ) ( )ZYXzyxk

d
fd

f
,,;,,1 2

2

2

== α
α
α

α α

( ) BAfkif +=⇒= ααα 02 

( ) ( )αα αα kBkA coshsinh +یا( ) αα
α

ααα kk BeAefkif −+=⇒> 02

( ) ( ) ( )ααα ααα kBkAfkif cossin02 +=⇒< 

مرزی هر جهت استفاده می شود بنابراین برای یک) شرایط(برای یافتن ضرائب ثابت از مقادیر

 شرط٦ است نيازمند٢ی با توجه به آنکه معادله دیفرانسيل درجهمسئله کامل سه بعد

  .مرزی خواهيم بود

انتخاب هز یک از حالات فوق بستگی به ساختار مسئله باشد؛ چنانچه در پاسخ ها تکرار صفر

 چنانچه دامنه متغير در-در جهت خاصی وجود داشته باشد از توابع پریودیک استفاده می شود

  .اشد استفاده از توابع نمائی مناسب تر خواهد بودجهتی نامحدود ب

دو نيم صفحه بينهایت و موازی( سطح مقطع ساختاری متشکل از سه هادیزير شکل:مثال

پتانسيل دو) نامحدودندzدر جهت(نشان می دهد) که در یک طرف آن هادی سوم قرار دارد
مطلوبست توزیع پتانسيل در ناحبه.  است0Vصفحه موازی صفر و پتانسيل صفحه کناری برابر

 .محصور شده بوسيله صفحات
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02 =  ∇ V

 . استZ مستقل ازV سطوح هادی نامحدودند بنابراینzچون در امتداد

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0000

1001

,,0

0

2

2

2

2

2

2

====⇒====

≡=⇒+=⇒==

==
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

byYyYbyVyV

BZBAzzZk
dz

zd
z

zZyYxXzyxv
y
v

x
v

z
v

z

 . تابع پتانسيل پریودیک می باشدyبنابراین در جهت

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

,...3,2,1

0sin0
000

cossin01 2
2

==

=⇒==⇒==
=⇒==

+=⇒<=

n
b

nk

nbkbkcYbyY
DyY

ykDykcyYk
dy

yd
yY

y

yy

yyy

y

π

π
 

yxyx 0 222  2اما kkkk −=⇒=+ 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⇒>⇒< x

b
nFx

b
nExXkk xy

ππ coshsinh00 22 

): یا ) x
b

nx
b

n

FeEexX
ππ

−
+=

00 =⇒=∞→ EX x

): بنابراین ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−−
y

b
nGey

b
nBFCezyxV

x
b

n
b

n ππ ππ

sinsin,,

های مختلف میnبدليل خطی بودن معادلات دیفرانسيل، ترکيب خطی تمامی جوابها به ازاء

) : باشد یعنیV(x.y.z)تواند جواب ) ∑
∞

=

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1
sin,,

n

x
b

n

n y
b

neAzyxV ππ

 :آخرین ضریب مجهول را با اعمال آخرین شرط مرزی بدست می آید

∑
∞

=
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

1

0
00 sin

n
nx y

b
neAVV π

 

ســـری فوریـــد و اســـتفاده از متعامـــد:  هـــا از دو طریـــق قابـــل محاســـبه هـــستندAnضـــرائب

  :بودن توابع مثلثاتی یعنی

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠

=∫ nmb
nm

ydy
b

my
b

nb

2

0
sinsin

0

ππ
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yبنابراین طرفين آخرین معادله را اگر در
b

mπsinضرب نموده و انتگرال گرفته شود:

dyy
b

my
b

nAdyy
b

mV
a

n
n

b πππ sinsinsin 
0

1
0 0 ∫∑∫

∞

=

=

 . مقدار غير صفر داردm=nطرف دوم تنها در حالت

[ ]

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

=⎥⎦
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⎜
⎝
⎛ −

mزوج
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A
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b
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bV
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b
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4
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2
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):بنابراین ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

−
y

b
ne

n
V

zyxV
nفرد

x
b

n π
π

π

sin14
,,

1

0 

 باشد مطلوبست محاسبه تابعxل قبل در جهت چنانچه سطح مقطح ساختار مثا:مثال

 ) نامحدود استzدر جهت(پتانسيل در داخل فضای محصور شده چهار هادی فوق

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) xkxk
xyx

y

z

yy FeEexXkkk
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 :در مختصات استوانه ای
( ) ( ) ( ) ( )zZrRzrV ,,

RZتوابع تک متغيره ,,φهای زیر میه و تقارن های موجود در آن بصورت به ساختار مسئلبسته

  .توانند بدست آیند

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

>
<

⎩
⎨
⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

−+

keeاگر
kzkzkاگر

zZ

ee
cocnn

rkYrkJtionsBesselFunc
nr

rr
rR

z
zkzk

zzz

jnjn

znzn

nn

zz 0,
0cos,sin

:

,
,sin

:

,:

,
:

2

2

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

l

 

zkn,توابــع تــک متغيــره بترتيــب بــرای تــابع٢ مربــوط بــه معــادلات دیفرانــسيل درجــه zو تــابع 

φاست. 

 :در مختصات کروی
( ) ( ) ( ) ( )ϕφθϕθ HRGRV =,,

 :حالات ممکنه
( ) ( ){
( ) ( ){ ( )
( ) { ϕϕϕφ

θθθ
nn

QPnctionsLegendreFuH
RRRG

n
m

n
m

mm

cos,sin:
cos,cos::

,: 1+−
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فصل چهارم

 در محيط های هادی) مستقيم(جریان های الکتریکی ماندگار
Steady Electric current  

 :ميدان الکتریکی ساکن یک ميدان پایستار است یعنیملاحظه گردید که

∫ =

=×∇

0.

0

ldE

E
vv

v

ــز رابطــه( ∫و ني ldE
vv

ــد مــستقل ا. ــسيل را محاســبه مــی کن ــه اخــتلاف پتان  مــسير اســتز ک

ــرژ ــا ان ــدانو متناســب ب ∇×=0امــا) ی و کــار لازم در مي E
v

 نــشان دهنــده آنــست کــه در یــک

بنـــابراین ميـــدان الکتریـــسيته. ی صـــورت نمـــی گيـــردژادل انـــربـــمـــسير بـــسته هيچگونـــه ت

ــار در هــادی تلفــات ــور ب ــر عب ــود کــه در آن در اث ــان دائــم نخواهــد ب ســاکن قــادر بــه ایجــاد جری

ــاد شــودایجــ ــر کنــسرواتيوپ ــدان غي ــه مي ــم ب ــان دائ ــرای داشــتن جری ــستار(س ب . اســت) ناپای

  .جریان دائم هميشه با تلفات انرژی همراه است

ــادآوری ــه و ی ــه خــاطر:نکت ــن ب ــدان الکتریکــی در داخــل اجــسام هــادی صــفر اســت و ای  مي

رآنــست کــه بارهــای الکتریکــی روی ســطح آنهــا بنحــوی جمــع مــی شــوند کــه ميــدان را صــف

  .می گردانند

  چگالی جریان الکتریکی

های آزاد در هر متر مکعب در یک نقطه ازهای آزاد یا تعداد الکترون چگالی الکترونNاگر
s کولمب با سرعت متوسطQجسم هادی باشند و هر بار منفرد

mV
v

 در حرکت باشد،

J
v

: بقرار زیر بدست می آیدچگالی جریان در آن نقطه
VNQJ
vv

=

3m( برابر Nبا توجه به آنکه واحد
کولمب (c) ( برابرQ واحدو) تعداد حامل

و واحد سرعت )حامل

secبرابر
mبنابراین واحد J

v
:

22
sec

m
Amp

m

c
=

Jیعنــی
v

 مقــدار بــار الکتریکــی اســت کــه از یــک ســطح یــک متــر مربعــی کــه عمــود بــر بــردار

V
v

J باشــد٠>Qاگــر.  مــدت یــک ثانيــه مــی گــذرد اســت در
v

V بــا
v

در خــلاف هــم و اگــر

Q>جهت هستندم باشد این دو ه٠. 
=∫                                                                                             :جریان کل S

s dJ I vv
. 

 آمپــر اســت و برابــر بــا کــل بــار الکتریکــی اســت کــه در مــدت یــک ثانيــه از ســطح مــوردIواحــد

  .نظر می گذرد و یک کميت اسکالر است
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  اصل بقاء بار الکتریکی

 . از بين برد یابارهای الکتریکی را نمی توان ایجاد کرد و

  :شکل ریاضی این اصل

 ک هادیدر ی) Vدارای حجم(Sدر خصوص یک سطح بسته
∫ می شودsکل جریان وارد سطح بسته =−

s
sdJ vv

.

 . اگــر ایــن انتگــرال مثبــت باشــد ميــزان بــار در داخــل ســطح در حــال افــزایش اســت و بــرعکس

یعنی رابطه فوق سرعت تغييرات بار یعنی
t
Q
∂
∂

 . را نشان می دهد

∫ )شکل انتگرالی اصل بقاء و بار( ∂
∂

=−
t
QsdJ vv

.

∫∫∫

∫ ∫

=′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+∇⇒′
∂
∂

=′∇−

′
∂
∂

=−

vV

s v

vd
t

Jvd
t

vdJ

vd
t

sdJ

0..

.

ρρ

ρ

vv

vv

= .0 )شکل دیفرانسيلی اصل بقاء بار(
∂
∂

+∇
t

J ρv
 

Jانسدیورژ(
v

Jع و یا ختم بردارونشان دهنده شر
v

 ) است
t

J
∂
∂

−=∇
ρv

. 

∇= .0                              :اگر جریانهای یکنواخت بدون تغييرات زمانی وجود داشته باشد J
v

 

ع و نقطه ختم خاصیوتند که نقطه شر مستقيم خطوط بسته ای هسیعنی خطوط جریانهای

  .ندارند
∑:اگر رابطه فوق برای یک نقطه اعمال شود قانون جریان کریشف را نتيجه می دهد =

i
iI 0

  )ناپایستار(قانون اهم و ميدان الکتریکی غير کنسرواتيو

) بار(با تلفات حرارتی همراه است، هر الکترونکه) مستقيم(در فرآیند جریان الکتریکی دائم

را طی می کند) مسير بسته(که در این جریان شرکت می کند، به ازاء هر بار که مدار کامل

  .مقدار معينی انرژی دریافت می کند

دائم نيستند وبرای این منظور نيازمند به جریانميدانهای پایستار به تنهائی قادر به ایجاد

 آن هم ميدان پایستار و هم ناپایستار توليد میراست مانند پيل الکتریکی، که دميدان خاصی

  .شود
ncE)در خارج پيل یا در داخل مدار( ميدان ناپایستار⇐فعل و انفعال شيميایی

w

cE  ميدان پایستار⇐تجمع بارهای الکتریکی
v
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cnc داخل پيلرد، دشاگر مدار باز با EE چون هيچ جریان از بارها) اما در خلاف جهت یکدیگر (=

) تعادل(وجود ندارد و نيروئی به آن وارد نمی شود
0=+ cnc EE

vv

ncE
v

 می گردد)٢( و تجمع بار منفی روی الکترود)١(بار مثبت روی الکترود) تجمع(حرکتباعث

cE
v

  . ناشی از ميدان الکتریکی از طرف بار مثبت به سمت بار منفی است

 بنابراین

emfiveForceelectromotldEldEV                    )        نيروی محرکه الکتریکی ( ncc ≡==−= ∫∫
1

2
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 dRو بضخامتS و با سطحδ از جنسR مختصات کروی مقاومت یک پوسته کروی به شعاعرد
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 از طرفی
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 میεσ, 22 و نيزεσ, 11 فضای بين صفحات موازی خازنی با دو نوع هادی که دارای:مثال
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 فصل پنجم

 Static Magnetic Fieldsميدان های مغناطيسی ساکن

 سال قبل از ميلاد با نيروی جاذبه قطعات طبيعی آهنربا آشنا بودند و از٦٠٠یونانيها در حدود

برای لغت مغناطيس) مکانی که اولين بار آهنربای طبيعی در آنجا دیده شده (Magnesiaکلمه

  .استفاده نمودند

 ميلادی پزشک دربار انگلستان بنام گيلبوت با آزمایشاتی به وجود آهنربای زمين١٦٠٠در سال

سپس افرادی مانند ولتا، آمپر و بيوساوار بررسی های بيشتر و کشفيات متعددی را. پی برد

  .بدست آوردند که منجر به ارائه قوانينی در ميدان های مغناطيسی گردید

  قانون آمپر در فضای خالی
از آنها می گذرد و در فضای خالیII , 12 که بترتيب جریان های مستقيمcc , 12ستهدو مدار ب

  )جریان های مستقيم هستندII , 12(مستقر شده اند را در نظر می گيریم

1dl از طرف2dlنيروی وارد بر

( )[ ]
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RRldIldIkFd vw
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µضریب نفوذپذیری مغناطيسیMagnetic permeabilityمحيط                        m
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0 104 −×== πµµ 
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=k

 عبارتستI١ حامل جریانc١ به سبب کل مدار2I حامل جریان2cبنابراین کل نيروی وارد بر
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 .که بنام قانون آمپر معروف است

  Magnetic flux densityچگالی فلوی ميدان مغناطيسی

را چگـــالی فلـــوی ميـــدان مغناطيـــسی توليـــد) c١روی مـــسير(در معادلـــه قبـــل انتگـــرال دوم
2R در نقطهc١شده توسط جریان عبوری از کل مدار
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  .گفته می شود
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 . گویندنيوتن بر آمپر یا وبر بر متر مربع می باشد که به آن تسلا
Teslam

Wb
Amp

N ≡≡ 2

ــوق، در هــر نقطــه دلخــواه ــف ف ــه تعری ــا توجــه ب ــابراین ب Rبن
v

ــردار Bب
v

ــدار ــک م بعلــت وجــود ی

  :حامل جریان بصورت روبرو محاسبه می شود
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  . است مشهورBiot & Savartکه به قانون بيوساوار
SJJحجمی بترتيب با چگالی جریانوبرای منابع جریان سطحی
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k از:نکته
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SJبجای
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SJنيز استفاده می شود واحد
v

mبرابر
Ampاست.

B جاری باشد،٢L در یک سيم مستقيم بطولI چنانچه جریان مستقيم:مثال
v

در نقطه ای

 : از سيم قرار دارد را بدست آوریدrواقع در صفحه عمودالمنصف این سيم که بفاصله
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  پتانسيل مغناطيسی برداری

Bدیده می شود که محاسبه
v

 میبيوساوار که با انتگرال گيری برداری صورتقانوناز طریق

Bحال می توان نشان داد که. گيرد مشکل است
v

براحتی از برداری که بنام پتانسيل

  :مغناطيسی برداری تعریف می شود محاسبه کرد
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)                Vector magnetic potentialپتانسيل مغناطيسی برداری ) ( )
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دهدکه می نتيجه را ميدان فلوی چگالی آن کرل و جریان منبع با همجهت است .برداری
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منفی[ که الکتریکی پتانسيل دهدگمشابه می نتيجه را الکتریکی ميدان شدت آن .رادیان
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Magnetic Dipoleدو قطبی مغناطيسی

کوچک بشعاع مشخصی است کهیک دو قطبی مغناطيسی متشکل از یک حلقه دایره ای

 کهbبعنوان مثال مطابق شکل یک مدار دایره ای شعاع.  جریان الکتریکی از آن عبور می کند

 کهb الکتریکی از آن عبور می کند بعنوان مثال مطابق شکل یک مدار دایره ای بشعاعجریان

علت این ساختار در از آن می گذرد را در نظر بگيرید چگالی فلوی ميدان مغناطيسی بIجریان

  . شودبصورت زیر محاسبه می )  R>>b(فواصل دور

) در مختصات کرویPموقعيت نقطه کلی )ϕθ ,,Rو موقعيت دیفرانسيل منبعlId بصورت′
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:وتنب فوق و استفاده از دو جمله ای نيبنابراین با تقری
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 :ممان دو قطبی مغناطيسی بصورت زیر تعریف می کنيم
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 در نتيجه
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 دوگان در ميدانهای الکتریکی و مغناطيسیوتشابه-

 : بهبا توجه
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:می توان گفت که
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∇01

0ε
ρ EPv

vv
:

XXBMAJ ∇0µ
vvvv

 مغناطيسی: 
    منبع   پتانسيل   ممان       ميدان      ضریب          ضرب           مشتق  

    دوقطبی  نفوذپذیری  

B دیورژانس و کرل-
v

 

می دانيم که دیورانس کرل هر بردار برابر صفر است بنابراین
( ) 0.. =×∇∇=∇ AB

vv

∇= .0:                                                                                                       و یا B
v

  

Bصفر شدن دیورژانس
v

Bبه این مفهوم است که خطوط ميدان
v

 خطوط بسته ای هستند که

نقطه شروع و نقطه ختم مشخص ندارد و یا بعبارتی قطب مثبت یا منفی مانند ميدان

ی وجود ندارد بلکه بصورت دو قطبیالکتریکی نداشته و بعبارتی تک قطب در ميدان مغناطيس

  .است

واند در محاسبه فلوی ميدان مغناطيسیت بعنوان چگالی فلوی مغناطيسی میBاز طرفی

 : خارج می شودSعمل نماید یعنی کل فلوی مغناطيسی که از سطح
sdB

S

vv
.∫=ψ

  سطح بسته ای باشدSاگر

∫ ∫ =∇=
S V

dvBsdB 0..
vvv

∫ همچنين ∫ ∫=×∇==
S S C

ldAsdAsdB
vvvvvv

...ψ  

می دانيم که طبق قضيه هلمهولتس برای مشخص کردن یک ميدان بایستی کرل و دیورژانس

  .آن ميدان معين نمائيم

  :محاسبه کرل
) می دانيم که برای هر برداری ) FFF

vvv 2. ∇−∇∇=×∇×∇ 

∫ از طرفی ′′−
×∇=×∇=

V VDRR
JAB
v

vv

π
µ
4

0

 :چنانچه از طرفين کرل بگيریم، می توان ثابت کرد که
JBJAB
vvvvv

=×∇⇒=×∇×∇=×∇ 0µ 

JA:همچنين باتوجه به روابط برداری می توان ثابت کرد که
vv

0
2 µ−=∇ 

که مشابه
0

2

ε
ρ

−=∇ Vدر ميدان الکتریکی ساکن است.

 Ampere’s circuital lowقانون مداری آمپر
JB      :می دانيم که

vv
0µ=×∇ 

∫∫
∫∫

=

=×∇

sc

S

SDJldB

sdJsdB
vvvv

vvvv

..

...

0µ

µ

Bیا بعباریی انتگرال
v

Sبرابر کل جریانی که از سطح0µ برابر است باCروی یک مسير بسته

 . آنرا احاطه کرده استCکه مسير بسته
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Bرابطه فوق مشابه قانون گاوس در ميدان الکتریکی است که می تواند جهت محاسبه
v

که

.روی همه نقاط مسيری مقدار مساوی داشته باشد بکار گرفته شود

I جریان ماندگارb یک هادی مستقيم و بسيار طویل با سطح مقطع دایره ای به شعاع:مثال

  :را حمل می کند چگالی فلوی ميدان مغناطيسی در کل فضا را بدست آورید

 : مقطع هادیبا فرض توزیع یکنواخت جریان در سطح

Za
b
IJ ˆ

2π
=
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Cیک مسير دایره ای به شعاع١ rاست که Bروی نقاط آن مقدار ثابتی است  .:br ≤ 
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 در نتيجه
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 مطلوبست تعيين چگالی فلوی ميدان مغناطيسی در داخل سيم پيچ حلقوی دارای:مثال

سطح مقطع هسته آن.  از سيم پيچ می گذردI با هسته هوائی که جریانNتعداد دور برابر با

  . می باشدaبرابر) هر دور سيم( و شعاع هستهbدایره ای و شعاع متوسط آن برابر
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 عبور نمی کند طرف دومrن هيچ جریانی از یک مسير دایره ای بشعاع چوr<b-aدر فاصله

  . می شود٠=Bقانون آمپر صفر و بنابراین
=−=0 چون کل جریانr>b+aهمچنين برای NINII totalاست بازB=خواهد بود٠ . 

b-a<r<b+aاما

ϕ
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µ
π

µ
µπ
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ˆ

ˆ
2

2

.

0

0
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0

l

v

v

vv

=

=

=

=∫

B مطلوبست محاسبه:مثال
v

  .ناشی از یک سلفوئيد طویل، یکنواخت و پيوسته

 و تعداد دورهای سيم پيچ در واحد طول برابرI با جریان عبور از آن برابرaشعاع سلفوئيد برابر

nبا فرض آنکه محور سلفوئيد منطبق با محور . استzاست، با عنایت به قانون دست راست 

  . استz تنها دارای مولفهB آنو نامحدود بودن طول سيم پيچ و یکنواختی

 :برای نقاط خارج از سلفوئيد

  abcdبا مسير مستطيلی

( )
0.....

0

. 0

=+++=

=−=

=
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∫
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)  است z در جهتBچون ) ( ) 0. 21 =−= cdBabB
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 از ســـيم پـــيچ الزامـــاً برابـــر نيـــستند دو حالـــت ممکـــن اســـتcd وabچـــون فاصـــله اضـــلاع

ــا ــا در همــه جــا) ميــدان در خــارج از ســلفوئيد (B٢ وB١وجــود داشــته باشــد ی صــفر اســت و ی

  .ثابت) خارج از سلفوئيد(

 :اما حالت ثابت بودن غيرممکنست بنابراین
021 ===

خارج
BBB

 :برای نقاط داخل سلفوئيد

  efghبا مسير مستطيلی

( )efnII

IldB

total

totalefgh

=

=∫ 0. µ
vv

  انتگرال مقدار داردefمسير تنها مسيرزیراز چهار

( )efBldBldB
f

eefgh
== ∫∫

vvvv
..

بنابراین
( ) ( ) zanIBefnIefB ˆ00 µµ =⇒=

v

ــه ــاب :نکت ــان) حلقــه(زمــانی کــه یــک ق ــداندر یــک م) دو قطبــی مغناطيــسی(حامــل جری ي

ــی وارد مــی شــود ــر دو قطبــی نيروئ ــرد ب ــرار گي ــه ممــان) گــشتاور(مغناطيــسی ق بنحــوی ک

  .مغناطيسی دو قطبی را در جهت ميدان قرار گيرد
 از آنIکه جریان) s=alبا مساحت (,alاگر یک دو قطبی مغناطيسی به ابعاد: بعنوان مثال

B با چگالیعبور می کند در یک ميدان یکنواختی
v

قرار گيرد، کوپل حرکتی وارد بر دو قطبی را

.به قرار زیر بدست می آید

)αزاویه بينMB
vv

,( 

BIF
aISM
aIaM

n

n

v
l
vv

v
l

v

×=

=

=

ˆ
ˆ

 

Fطبق قانون بيووساوار
v

l   IlBIlBisnFاضلاع بطولنيروی وارد بر == o90

 .کوپل نيرو وارد بر دو قطبی، ایجاد گشتاور زیر می کند
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BMT
MBT
SIBT
alIBT

IlBaTFr

vvv

vvv

×=

=
=
=

×=⇒×=

α
α
α

α

sin
sin
sin

sin2
2

2

 

به مقدار صفر برسدαبنابراین دو قطبی تحت تأثير این گشتاور قرار گرفته و حرکت می کند تا

Mو یا بعبارتی
v

Bدر امتداد
v

 .قرار گيرد

  انواع اجسام مغناطيسی و ميدان مغناطيسی در حضور آنان

در ساختار تمام مواد و عناصر دو قطبی های مغناطيسی که ناشی از چرخش الکترون روی

برآن حرکت هر الکترون به دور خود نيز دوعلاوه. مدار به دور هسته اتم آنان است وجود دارد

در داخل هر اتم دو نوع ممان دو قطبی دیده می بنابراینقطبی مغناطيسی بوجود می آورد

  .شود

به چه صورت است و عکس العمل آن) تعادل(براساس آنکه ممان کل هر اتم در حالت عادی

 زیر تقسيمهای- به دستهدر زمان اعمال یک ميدان مغناطيسی خارجی چگونه است مواد

  .می شوند

 ممان کل هر اتم برابر صفر است وقتی که در یک ميدان قرار می گيرد،:Diamagneticمواد

بيسموت، هيدروژن، هليم، مس، طلا،: ميدان کل کاهش جزئی می یابد موادی مانند

  يمنسيلکيون و جرما

  . ممان کل هر اتم برابر صفر نمی باشد:Paramagneticمواد

  . وقتی که در یک ميدان قرار می گيرد، ميدان کل افزایش جزئی می یابد

  پتاسيم، اکسيژن و نگستن: موادی مانند

  Nonmagnetic Materialsاین دو مواد را مواد غير مغناطيسی گویند

  :اما نوع سوم

  . مشهورندFerromagneticمواد مغناطيسی است که بنام

 مقدار قابل توجه است و هر دسته بر روی هم اثر گذاشته ودر این نوع ممان کل هر اتم دارای

هستندmm .    3حوزه های کوچک مغناطيسی بوجود می آورند که دارای ابعادی تا چند
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اما وقتی در یک. اما در کل بدليل نامنظم بودن این حوزه ها، اثر یکدیگر را خنثی می کنند

.دان کل را شدیداً افزایش می دهندميدان قرار می گيرند، مي

 آهن، نيکل و کوبالت: موادی مانند

  جریانهای معادل مغناطيسی

در صورتی که مواد خصوصاً مغناطيسی قرار گيرند، مسئله از حالت ساده یعنی فضای آزاد

در این. ه شده تحت تأثير و تغيير قرار می گيردرائخارج می شود و قوانين موجود که تا کنون ا

  .مرحله در پی بررسی موضوع خواهيم بود

 تعداد اتم های جسم در واحد حجم بنابراینNممان یک اتم جسم مغناطيسی باشد وmvاگر

mNM vv
.ممان دو قطبی در واحد حجم جسم خواهد بود=

ه دور را محاسبه کردحال می توان ميدان مغناطيسی حاصل از جسم مغناطيسی برای ناحي

  .که البته قابل تعميم برای فواصل نزدیک نيز می باشد
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 :می توان ثابت کرد

( ) sd
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nMvd
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×
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′−

×∇′
= ∫∫ rv

v

rv

v
vv ˆ

44
00

π
µ

π
µ

n̂د بر سطحوبردار واحد عمsاست . 

ــان حجمــی ــرای منبــع جری ــا رابطــه اصــلی ب ــر ب ــا مقایــسه رابطــه اخي ∫ب ′−

′
=

v RR
vdJA rv

v

π
µ
4

ــا0 و ی

 :برای منبع جریان سطحی می توان گفت که
[ ]
[ ]m
AJnM

m
AJM

ms

m

vv

vv

≡×

≡×∇′

ˆ

2

mJ
v

msJجریـــان معـــادل حجمـــی مغناطيـــسی و
v

ــادل ســـطحی مغناطيـــسی کـــه ــان معـ جریـ

ــيط ــسئله ســاده مح ــه م ــسئله را ب ــسی شــده و م ــاده مغناطي ــک م ــایگزین ی ــد ج ــی توانن م

  .ء تبدیل نمودخلا
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  Magnetic Field Intensityشدت ميدان مغناطيسی

 در صورت وجود جسم مغناطيسی و یک منبع جریان حقيقی

( ) vd
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= ∫ vv
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Hیعنی کرل بردار
v

شدت ميدان مغناطيسی گفته می شود تنها وابسته جریانهایکه به آن

  :حقيقی است شکل انتگرالی رابطه اخير بصورت

∫∫ ==
sc total sdJIldH vvvv

..

 از طرفی در محاسبه دیورژانس شدت ميدان مغناطيسی

MMBMBH
vvvv

v
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.0..1..
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Hیعنی دیوژانس
v

)تابع وضعيت مغناطيسی جسم )M
v

 می باشد اما در عمل در بسياری از

M∇= .0ائلسم
v

∇= .0                                                             خواهد بود و بنابراین H
v

  
Hصفر بودن

v
) یا )M

v
Mه یکنواختی نشان دهند

v
Hیا (

v
است و اینکه خطوط ميدان از نقطه) 

  .ای شروع و یا به نقطه ای ختم نمی شود و بعبارتی با رمغناطيسی وجود ندارد

Mرابطه بين
v

H و
v

خطی است اما) رامگنتيک و دیامگنيتکمواد پا( در اجسام غير مغناطيسی

  .در مواد فرومگنتيک به جز در مقادیر کوچک غير خطی است
HXM m

vv
= 

mXضریب تأثيرپذیری مغناطيسی)Magnetic Susceptibility (می گویند که تعيين کننده ميزان

Hوضعيت مغناطيسی در اثر اعمال مقدار معين
v

 . است که بطور تجربی بدست می آید

MBH :می دانيم که
v

v
v

−=
0µ

MHB: و یا
vvv

00 µµ +=

( )
HB

HXHXHB mm
vv

vvvv

µ

µµµ
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+=+= 1000

 که در آن
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( )
mr

rm

X
X

+=
=+=

1
1 00 µµµµ

µب نفوذپذیری مغناطيسی مطلقـضریabsolute permeability 

rµضریب نفوذ پذیری مغناطيسی نسبیrelative permeability  

 آن عدد منفی خيلیmXو( کوچکتر از یک و نزدیک به یک استrµدیامگنيتکدر اجسام

  )نزدیک به صفر
 آن عدد مثبت و خيلیmXو( بزرگتر از یک و نزدیک به یک استrµيکدر اجسام پارامگن

  )نزدیک به صفر
است که)  یا حتی بيشتر٣٠٠٠ تا٣٠٠بين(  خيلی بزرگتر از یکrµاما در اجسام فرومگنتيک

  . داردHبستگی به ميزان
rµ=99983.0 برای بيسموت بعنوان یک ماده دیامگنتيک  rµ:بعنوان مثال

 rµ  00002.1 برای آلـومينيم بعنوان یک ماده پارامگنتيک=rµ  

 دور سيم یکنواخت دور هسته آهنی بطول متوسطN یک سيم پيچ حلقوی که دارای:مثال

lمتر و مقطع دایره ای شکل به سطحSمتر مربع پيچيده شده، جریان Iعبور می کند 

يدان مغناطيسی و چگالی در نقاط داخل هسته، چنانچه ضریب نفوذپذیریمطلوبست شدت م
.باشدµمغناطيسی هسته

ϕaNIHNIH

sdJldH
sc

ˆ
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v
l

vvvv

=⇒=

= ∫∫

 :چنانچه از طول متوسط استفاده نشود
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a
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NIrH

ˆ
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2

=

=
v

BSsdB: برای محاسبه کل
s

== ∫ .
v

φ 

r
NIS
π

µφ
2

= 

Sسطح مقطع هسته است که فلو از آن عبور مي کند .  

 عبور می کند و دارای مقطع دایره ای بشعاعI حول یک سيم که از آن جریان یکنواخت:مثال
aاست و در جهت +z100ناطيسی با قرار گرفته استوانه تو خالی از جسم مغ=rµقرار دارد

شعاع داخلی و. هاستzبه نحوی که محور استوانه مغناطيسی و سيم حامل جریان محور
HBMمطلوبست محاسبه). c>b( می باشدc وbخارجی استوانه به ترتيب

vvv
در داخل,,
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cبرای منحنی بستهI,c,b,aجسم مغناطيسی و چگالی جریانهای مغناطيسی بر حسب

  b<r<c وrدایره ای به شعاع
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  شرایط مرزی برای ميدان های مغناطيسی

در تماس با هم و با سطح مشترک) جسم(در شرایط واقعی و عملی عموماً با چند ناحيه

  .مواجه هستيم

∫∫∫∫
∫

=++⇒=

=∇⇒=∇

0...0.

0.0.

211 sdBsdBsdBsdB

dvBB

s

vvvvrvvv

vv

    قاعده پائين  قاعده بالا   سطح جانبی  

tnBB B̂+=
vv
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 :بنابراینh→0چون

nn

nn

BB
SBSB

21

21 00
=

∆+∆

 و نيز

1

2

1

2

2

1
2211

r

r

n

n
nn H

H
HH

µ
µ

µ
µ

µµ ==⇒= 

HBMبا توجه به
vv

−=
0µ

 . نيز در هر دو ناحيه با هم برابر نمی باشندM مولفه های عمودی

 :برای مولفه های مماسی

sJچنانچـــه بـــين دو محـــيط جریـــان حقيقـــی ســـطحی
v

عمـــود بـــر صـــفحه و در جهـــت داخـــل

   روی سطح مشترک جاری باشدصفحه

∫∫∫∫∫
∫ ∫

+++=

⇒=×∇⇒=×∇

43 221 1 .....
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ldHldHldHldHldH

sdJsdHJH

c

s s
vvvrvvvvvv

vvvvvv

 .دو انتگرال صفر می شود
( )lll tttt HHHH 1221 00 −=+++−= 

 . تبدیل می شودl روی سطح به انتگرال خطی بطولJانتگرال
l

vv
ss

JsdJ =∫ .

) بنابراین ) sttsHt JHHJHH =−⇒=− 122 ll

( ) sJaHH
rvv

=×− 211 2 ˆ

)      و یا ) sJHHa
rvv

=−× 2121ˆ

21âاست١ محيط بطرف٢برداری که عمود بر سطح مشترک از محيط . 

ttH :چنانچه جریان سطحی بين دو محيط وجود نداشته باشد H 21 =

  مدارهای مغناطيسی و مقاومت مغناطيسی

 : یا سيستم مغناطيسی سيم پيچ حلقوی ملاحظه شد کهدر یک مدار
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:مرتب نمودبه اين صورته از هسته رامی توان فلوی عبور کرد
s

NI

µ
l

=

⎟با کمی دقت می توان رابطه فوق را به مشابه قانون اهم
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

R
VIدر ميدان الکتریک در نظر

لقی نمود و یادار الکتریکی است، ت مemf کهV همانندNI وI همانندφگرفت به نحوی که

 برای یک مدارmmf یاmagnetomotive force بصورت نيروی محرکه مغناطيسیNIبعبارتی
 جاری میReluctanceلکتانسا به داخل مقاومت مغناطيسی بنام ررφمغناطيسی که فلوی

 .کند

sµ
l

= Reluctance=R

مشابه(
S

R
δ
l

 )مقاومت الکتریکی=

مغناطيسی در) مدارهای( در خصوص سيستم هایشکل زیرمدار معادل مغناطيسی بصورت

KVL .  وKCLنظر گرفت که تمام قوانين مدار الکتریکی در آن صادق است از جمله
H آمپر دور، واحد مقاومت مغناطيسیmmfواحد

. است1

B با توجه به جهتNIجهت منبع
v

مثبت قطبازφدر هسته تعيين می شود به نحوی که

  :منبع خارج می شود

 φ وB در مدار روبرو مطلوبست محاسبه:مثال

rµ=  ضریب نفوذپذیری نسبی هسته
Effective length) طول متوسط هسته) طول موثر هسته  =il

)air gap (طول فاصله هوائی =gl

S    ig= سطح مقطع هسته ll <<

بدليل آنکه طول فاصله هوائی خيلی کوچکتر از طول هسته است و یا ضخامت هسته آهنی

 fringing fieldخيلی بزرگتر از فاصله هوائی است، می تـوان از فوران ميدان مغناطيسی

Bصرفنظر کرد یعنی خطوط
v

بطورند انحرافی پيدا نمی کنند و صرفاًوهسته خارج می ش ازکه

  .عمود از هسته خارج و پس از طی فاصله هوائی دوباره وارد هسته آهنی می شوند
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 . قسمتی از آن فاصله هوائی عبور می کند کهبرای یک مسير بسته
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∫ ∫
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igعموماً با توجه به مقادیر کميتها RR   .است<<

نانچه شکل روبرو برشی از یک مدار مغناطيسی باشد، مطلوبست چگالی فلوی چ:تمرین

  .ميدان مغناطيسی در فاصله هوائی برحسب پارامترهای مدار و مدار مغناطيسی

 . بدست می آیدزير مدار مغناطيسی بصورت:راهنمایی
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Self Inductance & mutual Inductanceخود القاء و القاء متقابل

 از آنها عبور می کند و در مجاور یکدیگر هستند را درI٢ وI١ که بترتيب جریانc٢ وc١رو مداد

 .نظر بگيرید

  .می باشندSS , 12 دارای سطوح به ترتيب)حلقه(هر یک از دو مدار

1Bاگر
v

 . باشد1Iیان ناشی از جرc١ چگالی فلوی مغناطيسی ایجاد شده توسط مدار

 )قطع می کند( عبور می کندs١ که از سطح١فلوی مغناطيسی بوجود آمده از مدار

∫=
1 

1111 .
s

sdB vv
φ

)قطع می کند( عبور می کندs٢ که از سطح١فلوی مغناطيسی بوجود آمده از مدار

∫=
2 

2112 .
s

sdB vv
φ

 . دور باشندN٢ وN١ بترتيب شامل٢و١اگر مدار
1B توسطC١کل فلوی پيوند شده در مدار

v
flux linkage == 11111 φψ N  

1B توسطC٢کل فلوی پيوند شده در مدار
v

flux linkage == 12212 φψ N  

  :طبق تعریف

)ل فلوی عبور ازخود سلفک(/) جریان فلوی توليدیعامل(=   ) Self Inductance(خود القاء

1

11L11 I
ψ

∆

) مجاور سلفل فلوی عبور ازک(/)عامل جریان فلوی توليدی() =Mutual Inductance(القاء متقابل

1

12L12 I
ψ

∆

  ٢و بهمين ترتيب برای مدار

2

21 
21

2

22 
22

2112122222

12212222

,

,

.,.
12

I
L

I
L

NN

sdBsdB
ss

ψψ
φψφψ

φφ

==

==

== ∫∫
vvvv

  

دانهای با تغييرات زمانی آهستهي ساکن و یا مياین تعاریف برای محيط های خطی و ميدانها

 .صادق است) نيمه ساکن(

 :اما تعریف کامل

1

12
12

1

11
11 , 

dI
d

L
dI

d
L

ψψ
==

 : دور سيم و با هسته مسدودNمثلاً برای یک سيم پيچ شامل

www.Jozve.org

www.Jozve.org

Physicsclass.blogsky.com
telegram.me/Fizikclass



 فصل پنجم الکترومغناطيس 
 -- -- -- -- -- -- -- --- - -- -- --- - ---

٢٠

L =موثر هستهطول  

A =سطح مقطع هسته 

B =ميدان مغناطيسی در هسته ناشی از عبور جریانچگالی فلویI 

dH
dBANL

dHN

NAdB
dI
dL

dH
N

dIdHNdI

HNI
NAdBNddN

AdBd
AB

ll

l
l

l

2

=⇒==

=⇒=

=
==⇒=

=
=

ψ

φψφψ
φ

φ

  خطی باشدطو یا بعبارتی محي)ثابت باشدµ( پرمبيليته خطی باشدیچنانچه هسته دارا

l

µ

µ

ANL

dH
dB

2

=⇒

=

 هستهسناز طرفی رلکتا
A

R
µ
l

:بنابراین=
R

NL
A

NL
22

=⇒=
µ
l

 :ثال قبل سيم پيچ دومی پيچيده شودچنانچه بر روی هسته م

ININR 2211  :در مدار مغناطيسی داریم −=φ  

 :باشد) ترانسفورماتور ایده آل(اگر هسته ایده آل
∞→µ 

==0در نتيجه 
A

R
µ
l

ININ 2211 یا بعبارتی و یا =
2

1

1

2

N
N

I
I

=

 :اشدبI= 02اگر

R
N

L
AN

I
LN

AINSBINHB

2 
1

11

2 
1

1

11 
1111111

11
111

11
1

=⇒==⇒=

==⇒==

l

ll

µψ
ψψ

µ
φ

µ
µ

همچنين .که همان نتيجه قبل است

ll
21

12
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1

12 
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12212112 ,
NNLANN

I
L

NAB

=⇒==

==
µψ

φψφ
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 :باشدI= 01و چنانچه

12
21

21

2 
2

22 , L
R
NN

L
R

N
L ===

ــه مشخــصات فيزیکــی ــسته ب ــل صــرفاً واب ــاء متقاب ــاء و الق ــود الق ــه خ ملاحظــه مــی شــود ک

یکـــی و ميـــدانی مغناطيـــسی کـــه مـــشابهقطعـــات هـــستند و مـــستقل از پارمترهـــای الکتر

  .ظرفيت یک خازن است

  انرژی ذخيره شده در ميدان مغناطيسی

ایجاد ميدانی مغناطيسی) سيم پيچ(ال جریان به یک مدارمعاهمانگونه که مشخص شد با

Bبه چگالی فلوی مغناطيسی
v

H ایجادIمی نماید در واقع اعمال
v

Bو آن به نوبه خود
v

را

  . از طریق منحنی مربوطه مشخص می شودH بهBبوجود می آورد ارتباط

 .این منحنی در مقادیر بزرگ جریان به حالت اشباع می رود

شيب منحنی
dH
dB

  رابطه خطیH وBضریب نفوذ پذیری را نتيجه خواهد داد که در مقادیر کم

  .دارند و شيب ثابت است

ی بدستء می شود که از رابطه قانون فاراد القایدر اثر تغيير جریان نسبت به زمان ، ولتاژ

      :می آید
dt
de ψ

−=

 :م کهمی داني
l

NiH یا= و
N
HiBAN l

=== ,, φφψ

نياز مورد منبع ولتاژ بنابراین
dt
dBNA

dt
dV ==
ψ

منبع از شده گرفته توان طرفی ViPاز  :بنابرایناست=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∫

∫∫∫
=

===

==

=

×=

3m
Joulm

mm

m

HdBw

HdBAHdBAdww

HdBApdtdw
dt
dBHAP

N
H

dt
dBNAP

ll

l

l

l

مغناطيسی شده ذخيره انرژیlAانرژی چگالی بنابراین است مغناطيسی هسته حجم
یعنی خطwmمغناطيسی و منحنی بين محصور محور0Bسطح .هاستBو

و باشد خطی محيط HBچنانچه µ=
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00
2 
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2 
0
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2
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2
1

2
1

0

00

HBHHdHw

Bw

dBBHdBw

H

m

m

BB

m

===

=

==

∫

∫∫

µµ

µ

µ

 

HBwm در ناحيه خطیH وBبرای مقدار

vv
.

2
1

= 

vdHBdvwW و کل انرژی
VV mm ′== ∫∫

vv
.

2
1

 

 :رابطه دیگر

( )

2

2
1 LIWLIdIW

Idt
dt
LIdIdt

dt
dVIdtpdtW

LI

mm

m

=⇒=

====

=

∫

∫∫∫∫
ψ

ψ

 

 .استWmکه شکل پارامتری مداری

  Hysteresisمنحنی پسماند مغناطيسی

 به مقدار مشخصی وچنانچه جریان اعمالی به یک سيم پيچ را از مقدار صفر افزایش دهيم

 در دو مرحله فوق یکیH نسبت بهBبرسانيم و سپس جریان را کاهش دهيم، مسير تغيير

)  مغناطيسیهسته(نمی باشد علت این موضوع پسماند مغناطيسی است که در سيستم

  .بوجود می آید

مشابه نيم سيکل(جهت منفی افزایس یابددر iچنانچه این روند را ادامه دهيم بدین معنا که

  )منفی یک جریان سينوسی کامل
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 دنبــال کنــيم بــه حلقــه ای مــی رســيم کــه درiو زمانهــای مختلــف را مطــابق منحنــی جریــان

 .سيکلهای بعدی تکرار می شود

 که مساحت این حلقه برابر است با ميزان انرژی تلف شده در واحد حجمدت کرمی توان ثاب

و این حلقه را حلقه هيستریس. این تلفات، تلفات هستریس گویند. هسته در واحد زمان

  Hysteresis loop. گویند

  نيروی ميدان مغناطيسی

مکان مجازی قابلدر این قسمت بدنبال محاسبه نيروئی خواهيم بود که در اثر یک تغيير

  .محاسبه این نيرو از طریق تغييرات انرژی تعيين می گردد. محاسبه خواهد بود

LFW
vv

∆=  ∆ .

 چنانچه سيستم بسته باشد بایستی
0=∆+∆ mWW 

 بنابراین
ll

vv
∆=∆=∆−=∆ FFWW m .  

)l∆تغيير مکان مجازی است(  

 ی در تغييرات جزئی طولو یا بعبارت

ll d
dWW

F mm −=
∆
∆

−=

 بنابراین

mثابت WF −∇==ϕ

v

به منبع متصل باشد و یا بعبارتی سيستم باز باشد، هر گونه تغيير در) سيستم(چنانچه مدار

  . ثابت بماندIانرژی می تواند از طریق منبع جریان متصل به مدار تأمين شود بنحویکه

mWW ∆=∆ 

یعنی

mثابتI WF +∇==

v

 در مدار سيستم الکترومکانيکی نشان داده شده شکل که می تواند یک سيستم:مثال

باشد دارای دو قسمت هسته آهنی و دو فاصله هوائی است)رله(صنعتی جرثقيل یا کنتاکتور
در مدار مغناطيسی کندφجاد فلویی اI دور باشد و جریانN پيچ آن دارایمچنانچه سي

 شکلUتمقس(مطلوبست محاسبه نيروی بالابر بر روی قسمت متحرک هسته آهنی

  . سطح مقطع هسته می باشدS) هسته ثابت است
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 باشد و فلوی ثابت بماند، درdyچنانچه قسمت متحرک هسته دارای جابجائی مجازی بميزان

ير انرژی ایجاد شده، از طریق تغيير انرژی ذخيره شده مغناطيسیاثر تغيير در فاصله هوائی تغي
)سيستم تأمين می گردد )mWW ∆−=∆

 :ائی عبارتند ازر انرژی مغناطيسی در دو فاصله هوتغيي

Sdy
B

dWdW m ⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎝
⎜
⎛

×−=−=
0

2 
0

2
12 
µ

 

 بنابراین

S
a

SB
aWF yym

0

2 
0

0

2 
0 ˆˆ 

µ
φ

µ
−=−=−∇=

v

دید، نيروی وارد بر قسمت متصل می گرIاگر در این مثال سيستم به یک منبع جریان ثابت

  .سته را بصورت زیر می توان بدست آوردمتحرک ه
تغيير مقاومت مغناطيسی به اندازه وφdسبب تغيير فلوی بميزانdyدر اثر جابجایی مجازی

dRمی شود . 

  اما از طرفی

S
yR

RRR
R
NI

dLIdWLIW

g
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2
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φ
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 بنابراین
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i
0
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µ

φ
+

= 

 : ملاحظه نمودL را می توان درRتغييرات

S
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S
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S
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 .که همان نتيجه قبل است
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فصل ششم

 Time-varying Fieldsميدانهای متغير با زمان

ــدانهای بررســی شــده ســاکن بو ــون مي ــا کن ــاندت ــا زم ــامتغير ب ــارتی ن ــا بعب ــد ی ــدانهای. ن مي

ــدارد ــه یکــدیگر ن ــستگی ب ــه واب ــن موضــوع درالکتریکــی و مغناطيــسی ســاکن هيچگون ــا ای  ام

ــدانهای ــد صــادق نمــی باشــدمــورد مي ــرات زمــانی دارن ابــستگی متقابــل و وجــود و. ی کــه تغيي

  .همزمان ميدانهای الکتریکی و مغناطيسی متغير با زمان اجتناب ناپذیر است

  Faradayقانون فاراده

دی نهــاده شــدهراشــاید بتــوان گفــت کــه اســاس ميــدانهای متغيــر بــا زمــان بــر پایــه قــانون فــا

ی محرکــهبــر طبــق ایــن قــانون تغييــرات زمــانی فلــوی ميــدان مغناطيــسی ایجــاد نيــرو. اســت

  :الکتریکی می کند که با عامل بوجود آورنده خود مخالف می کند یا بعبارتی

dt
de ψ

−=

 از طرفی

∫= s
sdB vv

.ψ

ــرات زمــانیψتغييــرات زمــانی ــد ناشــی از تغيي Bمــی توان
v

ــا عامــل اصــلی آن ( ــا) iی باشــد ی

از آن عبــور مــی کنــد و یــا تغييــرات تــوأم هــرψ باشــد کــهsی از تغييــرات زمــانی ســطحناشــ

)دو )BS
v

,

∫==
c

ldEemfe
vv

.

 در حالت اول

∫∫ ∂
∂

=
∂
∂

=
s

sd
t
BsdB

tdt
d v

v
vv

..ψ

 )شکل انتگرالی قانون فارادی(و یا

00.

..
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=
∂
∂

+×∇⇒=⎟
⎠
⎟
⎞

⎜
⎝
⎜
⎛

∂
∂

+×∇

∂
∂

−=×∇

∂
∂

−=

∫

∫∫

∫∫

t
BEsd

t
BE

sd
t
BsdE

sd
t
BldE

s

ss

sc

v
v

v
v

vv

vv

)شکل دیفرانسيلی قانون فارادی(قانون اول ماکسول
t
BE
∂
∂

−=×∇
v

v
 

 .یعنی تغييرات زمانی ميدان مغناطيسی، ایجاد ميدان الکتریکی می کند

  . دارای تغييرات زمانی باشدdsسطح: موددر حالت

lیعنی اگر قطعه
v

dدر مدتdtبا سرعت V
v

B در ميدان
v

 :حرکت کند

lddtVsd
vvv ×= 
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 : می گذردdtميزان فلوئی که از این سطح در مدت
×=

cs
lddtVBsdBd
vvvvv

..ψ

 یا به عبارتی

( ) ( )∫∫ ×=×−=−=
cc

VdBldVB
dt
de

v
l
vvvvv

..ψ

 :طبق روابط برداری
( ) l

vvv
dBVe

c
. = ∫ ×

)  حالتويب دترک(و یا بطور کلی

( ) l
vvv

v

dBVsd
t
Be

cs
.. ∫∫ ×+

∂
∂

−=

ــال ــان:مثـ ــا زمـ ــر بـ ــسی متغيـ ــدان مغناطيـ ــه در ميـ ــداری کـ ــائی در مـ ــاژ القـ ــبه ولتـ  محاسـ
tBaB z ωcosˆ 0=

v
yavV قرار دارد و قسمتی از آن با سرعت ˆ0=

v
.حرکت می کند

( ) ( )
( ) tBavtabB

adxtBaavdxdyatBa

dBVsd
t
Be

adxddxdyasd

xa zyzs z

cs

xz

ωωω

ωωω

cossin

ˆ.cosˆˆˆ.sinˆ

..

ˆ,ˆ

000

0

000

−=

×+−−=

×+
∂
∂

−=

==

∫∫

∫∫ l
vvvv

v
l
vv

  Displacement currentجریان جابجائی

در ميـــدان الکتریکـــی ســـاکن از تغييـــرات زمـــانی صـــرفنظر شـــد و حالـــت مانـــدگار را در نظـــر

  گرفتيم

0. =∇ J
v

 

 )اصل بقاء بار الکتریکی(اما می دانيم که

t
J

∂
∂

−=∇
ρv

. 

JHاز طرفی می دانيم
vv

=×∇  

از مدار می گذرد iخازنی که جریان) ارمد(برای یک سيستم
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  ١برای سيستم 

002. =⇒=⇒=∫ HrHIldH totalc
π

vv

  ٢برای سيستم 

r
iHirHIldH totalc π

π
2

2. =⇒=⇒=∫
vv

  برای رفع تناقض بایستی

DJJH
vvv

+=×∇

DJکه 
v

  : نامشخص است اما
( ) ( )

D

D

JJ
JJH

vv

vvv

..0
..

∇+∇=

+∇=×∇∇

  یا بعبارتی

( )
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t
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∂
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v

v
v

v
vvv

0.

.... ρ

یعنی 

t
DEH
∂
∂

+=×∇
v

vv
σ

  .بدین معنی که تغييرات زمانی ميدان الکتریکی، ایجاد ميدان مغناطيسی می کند

  معادلات ماکسول
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∂
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