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FIELD:ميدان

است كه ) رداراسكالر يا ب(ميدان توزيع فضايي كميتي
.مي تواند تابعي از زمان باشد يا نباشد

٢
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INTEGRALS CONTAINING

VECTOR FUNCTION

 در درس الکترومغناطيس با انتگرالهای  شامل توابع برداری مواجه
:همچونهستيم، 

)تابع برداری از فضاF( انتگرال حجمی

بردار جز طول  dlبردار 

)تابعی اسکالر از فضا V(انتگرال خطی

دو انتگرال  مقابل در واقع انتگرال عددی 

.هستند

٣

)تابع برداری از فضاF( انتگرال حجمی
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)تابعی اسکالر از فضا V(انتگرال خطی

۵

۶
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.است دايره كوچك بر روي انتگرال نماد بسته بودن سطح انتگرال گيري
.نيز به راحتي قابل تشخيص است dsهمچنين مقدار و جهت بردار 

|ds|طح در واقع همان جز ديفرانسيل سطح و جهت آن با برداري عمود بر س
:انتگرالگيري به دست مي آيد، به نحوي كه

در سطوح بسته همواره به سمت خارج سطح است)١
در سطوح باز از جهت حاشيه سطح تبعيت مي كند )٢

٩

١٠
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:يادآوري

=za1z+ya1y+xa1xP درمكان اي نرده ميدان تغييريك ميزان
:با فرمول زير بدست مي آيد

ي يك برا) يا براي يك زمان معين( با فرض ثابت بودن ميدان با زمان
ه ميدان عددي در هر نقطه از فضا حركت در جهات مختلف منجر ب

.كاهش ، افزايش و يا ثابت بودن آن كميت خواهد شد

١١

ميدان  گراديان را به عنوان برداري كه اندازه و جهت بيشترين نرخ افزايش
:اسكالر در فضا را مي دهد ، تعريف مي كنند

 ثابت می شود،در فرمول فوق بردارan   بر سطحی که در آن تابعV    ثابت است، در جهتی که
.بيشترين تغييرات را دارا باشد، عمود است

GRADIENT OF A SCALAR FIELD

گراديان يک ميدان اسکالر

١٢
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P1

P2
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 از نمادdel  يا  برای نمايش گراديان استفاده می شود .      grad f= f 

 افض از ای نقطه در اسکالر ميدان يک دار جهت مشتق آوردن بدست برای همچنين
  :داريم dl امتداد در ،

  f(x,y,z)=cبرای يک رويه در فضا :سوال

در يک نقطه  fثابت کنيد که گراديان  تابع 

از رويه، بر سطح صفحه مماس بر  

رويه عمود است؟ 

گراديان يک ميدان اسکالر

١٣

فرمول گراديان ميدان اسکالر در ساير دستگاه های مختصات

مختصات  در يک دستگاه يا delبرای عملگر 

.می توان از فرمول زير استفاده نمود ua 3و   2uaو  1uaبا سه بردار پايه 

) Metric  coefficient(ضرايب متری  h3و h2و  h1در فرمول فوق 
يلی هر ناميده می شوند، و برابر با ضريبی هستند که بايد به تغيير ديفرانس

.مختصه دستگاه ضرب شوند تا آن را به جنس طول تبديل تمايد

 در دستگاه مختصات استوانه ای به جنس طول بايد dφبرای تبديل : به طور مثال 
ضرب نمود در صورتی که در دستگاه مختصات کروی بايد در  rآن را در 
Rsinθ  ضرب شود، بنابراين :

h1=1,h2=1, h3=1: دستگاه مختصات دکارتی
h1=1,h2=r, h3=1: دستگاه مختصات استوانه ای

θ h1=1,h2=R, h3=Rsin: دستگاه مختصات کروی
١۴
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فرمول گراديان ميدان اسکالر در ساير دستگاه های مختصات

١۵

١۶
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DIVERGENCE OF A VECTOR FIELD

ديورژانس يا واگرايی ميدان برداری

شود می ناميده بردار ، دارد جهت و مقدار که را کميتی ، 
 ورط به .نامند می برداری ميدان را فضا در کميت اين توزيع

 ميدان زمين، ای جاذبه ميدان سيال، يک سرعت :مثال
 ربا آهن از ناشی مغناطيسی

مقدار انتگرال زير شارA  از طريق سطحs ناميده می شود.

ds لا دردو  رابطه قبل  بردار ديفرانسيل سطح است که قب
!مورد بحث قرار داديم

شار يک ميدان برداری متشابه جريان يک سيال غير قابل 
.تراکم است ١٨
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با و ترسيمي صورت به را ميدان تغييرات است تر مناسب گاهي 
 يا شار خطوط را خطوط اين داد، نمايش دار جهت  خطوط كمك

.نامند مي نيز  جرياني خطوط

١٩

FLUXخطوط شار LINES يا خطوط جريانیSTREAMLINES

A Bq

8C

 چند خط شار ميدانی از سطح بسته عبور
می کنند؟

8C 8 lines
16C 16 lines

16C32C 32C 32 lines

FLUXخطوط شار LINES يا خطوط جريانیSTREAMLINES

٢٠
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تاثير انحراف سطح انتگرال گيری 

  اين ناحيه ريزش باران
.جاری است

٢١

چه رخ داده؟

ds

Rainfall
Rainfall

٢٢
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ds

Rainfall Rainfall

.سطح ثابت است ولی زاويه بين باران و سطح تغيير نموده است:  واضح است ٢٣

ds
ds

RRainfall, RRainfall, 

درجه و  ١٨٠بيشترين شار عبوری در زاويه 
!درجه رخ داد ٩٠در زاويه ) صفر(کمترين

٢۴
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Fluxrain = R.ds=شار باران
 |R||ds|cos(q)
 Rds cos(q)

Fluxrain = 0 for 90° … cos(q) = 0
Fluxrain = -Rds for 180° … cos(q) = -1

در حالت کلی :)q(cosRds= rainFlux, 
 -1 < cos(q) < +1

sdدر سطحي به مساحت) باران ريزش(شار باران

٢۵

  ، برای يک ميدان برداریA واگرايی به صورت زير ،
:تعريف می شود

ديورژانس يک ميدان برداری ، يک مقدار اسکالر است.

)خروجی خالص شار نقطه يک در برداری ميدان ديورژانس 
 ميل صفر به نقطه حول حجم اين ،اگر است حجم واحد در
).کند

DIVERGENCE OF A VECTOR FIELD

ديورژانس يا واگرايی ميدان برداری

٢۶
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جیخرو يا ورودی اضافی شار وقتی تنها بسته، سطح يک با حجمی در 
  .باشد منبع يا چاه يک داری ترتيب به  حجم اين که دارد وجود

وجود و حجم داخل در سيال منبع يک وجود ، مثبت خالص ديورژانس 
.کند می مشخص را چاه يک وجود ، منفی ديورژانس

می دانمي آن شار مولد  منبع قدرت از سنجشی برداری ميدان يک ديورژانس 
flow)جريان منبع( فلوی منبع نام به منبع اين .باشد source   نيز 

.شود می ناميده

Solenoidal field   آن ديورژانس که برداری ميدان برای 
 مورد  تراکم قابل غير يا سولونوئيدی ميدان اصطلاح است، صفر

 يکديگر در شار خطوط حالت اين در واقع در .گيرد می قرار استفاده
.ندارد وجود ی چاه يا منبع ديگر و شده بسته

ديورژانس يا واگرايی ميدان برداری

٢٧

معنای ديورژانس چيست؟
يا از هم دور شدن يکی است؟ DIVERGEآيا معنی آن با کلمه 

 ميدان خطوط محل، اين در
 .شوند می دور يکديگر از

 نيز ميدان ديورژانس ولی
 دانمي منبع چون.است صفر

ρ=0.نيست موجود بار يا

Q

 از ميدان خطوط محل اين در
 همچنينو شوند می دور هم

 اچر .نيست صفر ديورژانس
 یالکتريک بار محل اين در که

.ρ>0دارد وجود

E

٢٨
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E

The electric field does 
its andnot diverge 

DIVERGENCE is zero 
at this point, as there is 
no charge present at the 

point, ρ=0.The electric field here 
does not diverge, and its 

DIVERGENCE is non-
zero at this point, as 

there is charge present 
at the point, ρ>0.

معنای ديورژانس چيست؟
يا از هم دور شدن يکی است؟ DIVERGEآيا معنی آن با کلمه 

٢٩

٣٠

استخراج رابطه ديورژانس در مختصات کارتزين

x

y

z

E,D

Surface for Integration
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x

y

z

E,D

Surface for Integration

استخراج رابطه ديورژانس

٣١

)0,0,0(D=Dx

y

z

E,D
dx

dy

dz

استخراج رابطه ديورژانس

٣٢
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x

y

z

E,D

)0,0,0(D=D

dx

dy

dz

استخراج رابطه ديورژانس

٣٣

x

y

z

E,D

)0,0,0(D=D

dx

dy

dz

استخراج رابطه ديورژانس

٣۴
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x

y

z

E,D
dx

dy

dz

dz)+0,0,0(D=D )0,0,0(D=D

استخراج رابطه ديورژانس

٣۵

)0dy,+0,0(D=Dx

y

z

E,D
dx

dy

dz

)0,0,0(D=D
٣۶

استخراج رابطه ديورژانس
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x

y

z

E,D

)0,0dx,+0(D=D

dx

dy

dz

)0,0,0(D=D

استخراج رابطه ديورژانس

٣٧

،ن روی تمام سطوحی که شامل مبدا می باشند،وجوه چپ ،پاييفرض کنيد
. zD,yD,xD= (D(و پشت ميدان برداری معادل باشد با  

D روی  سه وجه ديگر متفاوت است
 Front face :  D = (Dx+Dx,Dy,Dz)
 Right face :  D = (Dx,Dy+Dy,Dz)
 Top face :    D = (Dx,Dy,Dz+Dz)

استخراج رابطه ديورژانس

٣٨
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 Left face   : D = (Dx,Dy,Dz) 
 ds = (0, -dxdz, 0)

 Right face : D = (Dx,Dy+Dy,Dz)
 ds = (0, +dxdz, 0)

 Bottom face : D = (Dx,Dy,Dz) 
 ds = (0, 0, -dxdy)

 Top face   : D = (Dx,Dy,Dz+Dz)
 ds = (0, 0, +dxdy)

 Back face  : D = (Dx,Dy,Dz) 
 ds = (-dydz, 0, 0)

 Front face : D = (Dx+Dx,Dy,Dz)
 ds = (+dydz, 0, 0)

استخراج رابطه ديورژانس

٣٩

   D.ds = (Dx,Dy,Dz).(0, -dxdz, 0)
+ (Dx,Dy,Dz).(0, 0, -dxdy)
+ (Dx,Dy,Dz).(-dydz, 0, 0)
+ (Dx+Dx,Dy,Dz).(dydz, 0, 0)
+ (Dx,Dy+Dy,Dz).(0, dxdz, 0)
+(Dx,Dy,Dz+Dz).(0, 0, dxdy)

استخراج رابطه ديورژانس

۴٠
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   D.ds = -Dydxdz – Dzdxdy – Dxdydz
+(Dx+Dx)dydz

+(Dy+Dy)dxdz
+(Dz+Dz)dxdy

 = -Dydxdz – Dzdxdy – Dxdydz
+(Dx+ dxDx/x) dydz

+(Dy+ dxDy/y)dxdz
+(Dz+ dxDz/z)dxdy

استخراج رابطه ديورژانس

۴١

   D.ds = (dxDx/x) dydz
+ (dxDy/y)dxdz
+ (dxDz/z)dxdy

 = (Dx/x) dxdydz
+ (Dy/y)dxdydz
+ (Dz/z)dxdydz

 = (Dx/x) dv + (Dy/y)dv
+ (Dz/z)dv

   D.ds = (/x, /y, /z). (Dx,Dy, Dz) dv

   D.ds = (/x, /y, /z).(Dx,Dy,Dz)dv

   D.ds = .D dv

dxdydz = dv

استخراج رابطه ديورژانس

۴٢
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روابط محاسبه  ديورژانس

در بردار يک ديورژانس محاسبه برای کلی حالت در 
 ادهاستف زير رابطه از توان می مختلف مختصات دستگاههای

 متری ضرايب همان h1,h2,h3 مقدار رابطه اين در( نمود،
:)اند شده تعريف قبلا که است

۴٣

۴۴
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خروجی کل شار با  برداری ميدان  يک ديورژانس  حجمی انتگرال  
.است برابر بردار گيرنده بر در سطح از بردار

قضيه  ديورژانس
DIVERGENCE THEOREM

۴۶
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CURL OF A VECTOR FIELD

کرل يک ميدان برداری

  برداری ميدان يک جريان منبع قدرت به که  ديورژانس کنار در
vortex(گردابی منبع نام به نيز ديگری منبع دارد، اشاره source( 
.دارد وجود برداری ميدان يک برای

 در لسيا سرعت ميدان مانند  هستند، مستقل کاملا منبع دو اين که کنيد دقت(
 چرخش موجب که همزن يک وجود و مايع حجم کاهش يا افزايش بدون ظرفی
)است خروج حال در ظرفشويی سينک چاهک از که سيالی يا و شده؛ سيال

net( خالص گردش circulation(يک دور به برداری ميدان يک 
 مسير آن روی ، بردار خطی عددی انتگرال عنوان به ، بسته مسير

:شود می تعريف

۴٩

 کرل ميدان برداریA که با ،curl A    ياA نمايش داده
در  Aميشود،  برداری است که اندازه آن حداکثر شار خالص 

د و واحد سطح است وقتی که سطح به سوی صفر ميل می کن
جهت آن عمود بر سطح است زمانی که سطح طوری جهت 

. داده شده باشد تا گردش خالص بيشينه شود

وديک ميدان بدون کرل غير گردشی يا ابقايی ناميده می ش.

کرل يک ميدان برداری

۵٠
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روش محاسبه  کرل
اينکه فرض با توان می کرل محاسبه برای دکارتی مختصات در 

.گرفت کمک خارجی ضرب فرمول از است، بردار يکعملگر

 مختصات دستگاههای در بردار يک کرل محاسبه برای کلی حالت در 
 مقدار رابطه اين در( :نمود استفاده زير رابطه از توان می مختلف

h1,h2,h3 اند شده تعريف قبلا که است متری ضرايب همان(

۵١

ز انتگرال سطحی کرل يک ميدان برداری، روی يک  سطح با
ر با انتگرال خطی بسته بردار روی مسيری که سطح را در ب

و همچنين  Aلازم است ميدان برداری (. می گيرد، معادل است
)پيوسته باشند Cو در امتداد  Sمشتقات اول آن موجود و روی 

اگر انتگرال سطحی :نتيجهA ،روی يک سطح بسته انجام گيرد
.حاصل صفر خواهد شد

قضيه  استوکس
STOKES’S THEOREM

۵٢
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ينه با توجه به شکل انتگرال خطيی حول چهار ضلع مربع، دو به دو قر
.بوده و نهايتا انتگرال حول مسير خارجی باقی خواهد ماند

اثبات قضيه  استوکس 

۵٣

دو نتيجه مهم  از دو قضيه اخير

صفر است) اسکالر(کرل گراديان يک ميدان عددی.

ا می ر) غير گردشی يا ابقايی(هر ميدان برداری بدون کرل
)توان به صورت گراديان يک ميدان عددی نوشت

ديورژانس کرل يک ميدان برداری صفر است.

را می ) سولونوئيدی (هر ميدان برداری بدون واگرايی
.توان به صورت کرل ميدان بردای ديگری نوشت

(V)0

. (A)0 ۵۴
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.تموفقيت در گرو نظم و برنامه ريزی  اس

۵۵


